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双足机器人半被动行走固定点全局稳定性分析

张奇志，周亚丽 
(北京信息科技大学自动化学院，北京 100192) 

摘  要：研究半被动双足机器人行走过程固定点的全局稳定性问题。使用罗盘机器人模型，在脚与地面冲击前，

采用沿着支撑腿方向的脉冲推力作为行走的动力源，采用庞加莱映射方法分析了半被动双足机器人行走的固定点

及其稳定性。通过引入一个限位器使两腿间的夹角在脚与地面冲击时保持为常数。证明了半被动双足机器人行走

过程固定点的存在性及其全局稳定性，并讨论了固定点存在的动力学附加条件。仿真结果表明：该文提出的采用

脉冲推力作为行走的动力源、采用限位器使两腿间的夹角在脚与地面冲击时保持为常数的半被动机器人可以在水

平面上稳定行走，并且固定点对干扰具有鲁棒性。 
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GLOBAL STABILITY ANALYSIS FOR THE FIXED POINT OF 
SEMI-PASSIVE BIPED ROBOT WALKING 

ZHANG Qi-zhi , ZHOU Ya-li 
(School of automation, Beijing Information Science & Technology University, Beijing 100192, China) 

Abstract:  In this paper, the global stability for fixed point of semi-passive biped robot walking is studied. The 
compass liked biped robot is powered by applying an impulsive push along the stance leg just before the heel 
strikes. The fixed point and its global stability of semi-passive biped robot walking are discussed based on 
Poincaré map. The inter-leg angle at heel-strike is always a constant by introducing a stopper. The existence of a 
fixed point and its global stability are proved for the semi-passive biped robot walking. The dynamical additional 
conditions for the existence of a fixed point are discussed. The simulation results show that the proposed 
semi-passive biped robot powered by applying an impulsive push, and introducing a stopper to keep a constant 
inter-leg angle at heel-strike can walk stably, and the fixed point is robust to various disturbances. 
Key words:  biped robot; semi-passive walking; fixed point; stability; impulsive control 

 
2005 年双足机器人研究取得了里程碑意义的

研究成果，一个是本田公司发布了新的 Asimo机器
人，另一个是康奈尔大学的被动行走机器人。以

Asimo机器人为代表的类人机器人采用控制工程设
计思想，首先规划出关节轨迹再采用轨迹跟踪技术

控制关节运动。采用该方法的双足机器人主要存在

两个问题：一是系统十分复杂庞大，实际应用有很

大的困难；二是能量效率较低、能源消耗较大。研

究表明人类行走的腿摆动阶段基本上是被动的，因

此康奈尔大学的双足机器人采用一种完全不同于

传统方法的双足步行设计思路，不是将机器人强制

控制到预先设计的轨迹上，而是充分利用机器人的

动力学特征，行走能量消耗是一般双足机器人行走

能量消耗的 1/10[1]。 
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20世纪 80年代末，McGeer在McMahon的工
作基础上，提出了“被动行走”的概念，不需要任

何驱动装置，由两连杆铰接组成的双腿机构能够在

重力的作用下沿小倾角斜面向下稳定行走，实现了

自然的类人行走步态[2]。实现被动行走的关键是在

行走的每一步，脚与地面冲击后的状态与前一步初

始状态相同，系统每步的冲击能量损失与获得的重

力势能输入相等，保持系统的能量平衡。被动行走

机器人的周期步态设计任务是确定稳定的极限环

(Limit cycle)，因此，被动行走机器人也被称为极限
环行走器(Limit Cycle Walkers)[3]。被动行走的稳定

性分析一般采用庞加莱映射方法，将行走的稳定性

问题转化为庞加莱映射固定点(fixed point)的稳定
性问题。Wisse 研究了利用胞映射(cell mapping)方
法在庞加莱映射图上确定吸引域(盆)问题；对于机
器人的向前倾倒问题，给出简单有效的控制策略：

如果让摆动腿以足够快的速度运动到支撑腿的前

面，那么机器人就不会向前倾倒。而为了避免机器

人在下一个步行周期向后倾倒，摆动腿不能落到支

撑腿前面太远的地方[4]。 
刘振泽、田彦涛等对无膝关节被动行走机器人

进行了建模、分析与控制策略等问题的研究[5]。赵

明国等研究了被动行走不动点的搜索算法，并提出

了双足机器人虚拟斜坡行走步态生成算法，以关节

舵机为驱动力实现了平面双足机器人的高能效快

速行走[6―7]。倪修华、陈维山等通过仿真和实验研

究了髋关节扭簧刚度对被动步行稳定性的影响[8]。

柳宁、李俊峰和王天舒等采用胞映射法对被动行走

机器人的吸引域进行了研究，分析了不同物理参数

对吸引域大小的影响，得到了直腿模型可获得较大

吸引域的参数组合[9]。本文作者研究了被动行走不

动点的搜索算法，采用粒子群优化技术解决了牛顿

法求解不动点对初始估计的敏感性问题[10]，研究了

采用脉冲控制作用的双足机器人迭代学习控制问

题，仿真结果表明，即使脚质量与髋关节质量相比

不可忽略，采用脉冲控制方法仍能实现双足机器人

的稳定行走[11]。Wang Qining等基于被动行走原理，
研究了在髋关节加驱动力矩，同时采用平脚板并在

踝关节加弹簧的配置下，双足机器人的行走问   
题[12]。付成龙等研究了被动行走双足机器人的开环

控制问题，通过在髋关节施加开环振荡驱动力矩，

实现了双足机器人行走模式的转换[13]。 
因为每步的冲击存在能量损失，在水平面上纯

被动行走机器人不能持续行走。因此必须添加驱动

力构成所谓的“半被动行走”机器人才有可能实现

在水平面上的持续稳定行走。Kuo D使用最简的双
连杆模型研究了机器人在平面上的半被动行走能

量效率问题，分析了两种控制驱动方式：1) 摆动腿
撞击前，支撑腿脚后跟作用一指向髋部的冲击力；

2) 在髋关节上直接使用转矩控制。通过能量比较，
得出脚后跟的冲力控制方法能量消耗仅为直接转

矩控制能量消耗的 1/4[14]。2005年，美国康奈尔大
学、麻省理工学院和荷兰的代尔夫特大学同时发布

了三种半被动双足行走机器人[1]。该成果验证了采

用被动行走原理设计半被动双足行走机器人的可

行性，对基于被动行走原理的双足机器人研究起到

了推动作用。 
被动行走初始条件的稳定区域比较小，尤其是

带膝盖被动行走机器人，需要熟练的专业人员才能

使其行走起来，而且只能维持行走较少的步数。日

本名古屋大学的 Ikemata 借鉴无边缘辐条轮模型的
思想，研制了含膝关节的纯被动行走机器人，该机

器人在含膝关节被动行走机器人的基础上加了一

个限位装置，使双足机器人的步长保持恒定。通过

理论分析和实验证明了限位装置对提高机器人行

走稳定性有很大的作用[15]。但是 Ikemata 没有证明
固定点的存在性，证明全局稳定性时采用的依据，

特征值<1⇒范数<1，也存在问题。 
增大被动行走机器人稳定性范围、提高被动行

走鲁棒性和实现平面行走是被动行走研究的关键

问题。本文借鉴 Ikemata 被动机器人设计的思想，
限定机器人的步长为固定的常数。采用电磁铁产生

脉冲推力，模拟人脚蹬地行为，作为机器人的能量

输入源，实现双足机器人在水平面上稳定行走，研

究并严格证明了水平面上半被动行走机器人固定

点的存在性和全局稳定性。 

1  双足机器人模型 

1.1  腿摆动阶段动力学模型 
简单双足行走机器人模型由髋关节铰接两个

刚性直腿构成，在腿摆动阶段，支撑腿与地面接触

点简化为旋转铰，在髋关节加一个扭转弹簧。假设

所有质量集中在髋关节和两脚，系统模型如图 1所
示。忽略关节的摩擦影响，采用拉格朗日方法可以

得到腿摆动阶段动力学方程： 
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2[ 2 (1 cos )]M m lϕ θ+ − +&&  
2 2[(cos 1) sin (2 )]ml ϕ ϕ ϕ θϕ ϕ− + − −&&& & &  

sin [sin sin( )] 0Mgl mglθ θ ϕ θ− + − =      (1) 
2 2[(cos 1) sin ] sin( )ml mgl kϕ θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ− + − + − = −&& &&&  

   (2) 
其中：m是脚质量；M是髋关节集中质量；g是重
力加速度；l是腿的长度；θ 是支撑腿与地面法线的
夹角；ϕ 是摆动腿与支撑腿之间的夹角；k 是弹簧
刚度系数。 

 

图 1  双足机器人示意图 
Fig.1  Diagram of the simplest biped robot 

1.2  地面冲击模型 
当摆动腿运动到支撑腿前方，而且满足下面的

几何条件式(3)，同时摆动脚向下运动时，将发生脚
与地面的冲击： 

( ) 2 ( )ϕ τ θ τ=              (3) 

其中，τ 是腿开始摆动到冲击发生的时间，一般把
τ 称为行走周期[14]。假设髋关节质量远远大于脚质

量(M>>m)，沿支撑腿方向的脉冲推力作用完成后马
上发生摆动脚与地面冲击，采用瞬时非弹性碰撞假

设，根据摆动腿关于髋关节的动量矩守恒和髋关节

关于冲击点的动量矩方程可以得到冲击前后关节

速度的变换关系(见图 2)： 
cos sinMl Ml Pθ θ α α+ −= +& &        (4) 

(1 cos )ϕ θ α+ += −&&                 (5) 

其中：‘+’表示刚好完成冲击；‘−’表示冲击发生

前；α 是冲击发生时两腿之间夹角ϕ 的值，图 2 中
速度 v lθ+ += & ， v lθ− −= & 。冲击方程式(4)中忽略了
摆动腿的影响，同时，因为所用量均作用在髋关节，

只需考虑系统的动量关系。 
 
 

 

图 2  地面冲击模型 
Fig.2  Ground collision model 

2  固定点的全局稳定性 

双足机器人行走过程的每一步由腿摆动阶段、

支撑腿脉冲推力作用和摆动腿与地面冲击同时完

成支撑腿与摆动腿角色转换阶段组成，完成角色转

换后马上开始新的一步。因此，双足机器人的行走

过程由腿摆动阶段的光滑动力学微分方程式(1)、 
式(2)和冲击状态转换代数方程式(4)、式(5)描述。
用于冲击阶段存在状态跃变，系统具有非光滑特

性。可以采用庞加莱映射方法分析双足机器人行走

稳定性，取摆动腿与地面冲击事件为庞加莱截面，

因为冲击时机器人两腿角度值满足方程式(3)、摆动
腿角速度可以用支撑腿速度和两腿间夹角表示  
(式(4))，所以位于截面上机器人状态可以用二维状
态向量表示： 

T[ ]k k kα θ+ +=x &               (6) 

其中，k 表示机器人行走的步数。相邻两步状态间
的关系可以用庞加莱映射表示为： 

1 ( )k k
+ +
+ =x f x               (7) 

庞加莱映射式(7)表示了相邻两步行走的初始状态
之间的关系。如果两个状态相同， 1k k

+ +
+ = =x x ξ ，

则相邻两步均以相同的初始状态开始行走，即双足

机器人进行周期行走。把实现周期行走的状态向量

ξ 称为庞加莱映射的固定点。因此，通过庞加莱映
射，双足机器人行走稳定性问题被转换为固定点的

稳定性问题。 
2.1  雅可比矩阵 
判断固定点的稳定性需要借助庞加莱映射的 
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雅可比矩阵： 

1 1

1 1k

k k

k k
k

k k k

k k

α α
α θ

θ θ
α θ

+

+ +
+

+ + +
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       (8) 

假设腿摆动阶段没有能量损失，根据能量守恒定律

可以得到冲击前支撑腿角速度与该步支撑腿初始

角速度间的关系： 
2 2 2 2 1

1
1 1 cos cos2 2 2 2

k k
k kMl Ml Mgl α α

θ θ− + +
+

 = + − 
 

& & (9) 

根据能量关系式(9)和冲击状态转换关系式(4)
可以得到如下方程： 

1 1 1

2 1

cos sin ,

2 cos cos2 2

k k k k

k k
k k

Pd Ml
gd l

θ α α

α α
θ

+
+ + +

+ +

= +

 = + − 
 

&

&
    (10) 

根据式(10)可以得到雅可比矩阵式(8)的第 2 行
元素的计算公式： 

1 1k k
kkk k

a bθ α
α α

+
+ +∂ ∂

= +
∂ ∂

&
        (11) 

1 1k k
k k

k k

a cθ α
θ θ

+
+ +
+ +

∂ ∂
= +

∂ ∂

&
& &         (12) 

公式中的 3个参数如下： 
1

1 1 1cos cos sin sin2 2
k

k k k k k
k

gPa dMl ld
α

α α α+
+ + += + − ，

1cos sin2 2
k

k k
k

gb ld
α

α += − ， 1cosk
k k

k
c d

θ
α

+

+=
&

。 

采用 Ikemata 被动机器人设计的思想，限定机
器人的步长为固定的常数αk+1=αk=α，则： 

1 1 0k k

k k

α α
α θ

+ +
+

∂ ∂
= =

∂ ∂ &            (13) 

在该假设条件下，雅可比矩阵简化为： 
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     (14) 
雅可比矩阵的特征值为 r1=0和 r2=c=cosα，因此特
征值满足以下关系： 

| | | | | cos | 1, πr c nα α= < ≠≤        (15) 

在双足机器人正常行走过程中两腿之间的夹

角一定满足 0<α <π，即雅可比矩阵特征值的绝对值
恒小于1。 
2.2  固定点的稳定性 
首先对图 2 表示的状态变换关系进行分析，  

图 3表示了状态转换的简化示意图。从图 3中可以
看出，v+=v0cosγ，v−=v0cosβ，如果β < γ 则冲击后髋
关节的速度减小，反之，若 γ < β 则冲击后髋关节的
速度增加，而当 γ =β =α /2 时冲击后髋关节的速度
不变。因此，当支撑腿脉冲推力 P为常数时，稳定
行走的速度应该满足： 

cotPv v M α+ −= =             (16) 

若速度值大于该值，则每次冲击后速度减小；若速

度值小于该值，则每次冲击后速度增大。从冲击状

态转换的几何关系可以直观判定双足行走固定点

存在而且是稳定的。下面给出严格的数学证明： 

 
图 3  状态转换模型 

Fig.3  Model of states transformation 

定理：对于本文研究的两连杆双足机器人模型，若

半被动行走步长和脉冲推力保持恒定，则其行走过

程庞加莱映射的固定点存在，而且是全局渐进稳 
定的。 
证明：根据多元函数微分中值定理可以得到如下 
等式： 

1 1( ) ( )k k k k+ −− = − =x x f x f x  

1 1( )( )k k k
θ

− −−J x x x       (17) 

其中， 1k
θ

−x 是位于 kx 和 1k −x 之间的一点。为了简化

公式表示，省略了状态向量的上标‘+’，后面推
导中仍将式(17)中雅克比矩阵用 Jk−1 表示。对于任

意正整数 p： 
1 1( ) ( )k p k k p k+ + − −− = − =x x f x f x  

0

1 1 1 0
1

( ) ( )( )k k p k i p
i k

− + − −
= −

− = = −∏J x x J x xL  (18) 

由式(14)可以得到： 
1

0 0( )k
k p k pc −

+ − = −x x J x x       (19) 

因为| c | <1，所以 
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1
0 0lim || || lim || ( ) ||k

k p k pk k
c −

+→∞ →∞
− = − =x x J x x  

1
0 0lim | | || ( ) || 0k

pk
c −

→∞
− =J x x      (20) 

即{xk}是柯西序列，存在极限，设该极限值为 ξ ，
对式(7)两端取极限得： 

1lim lim ( ) (lim ) ( )k k kk k k+→∞ →∞ →∞
= = = =ξ x f x f x f ξ  (21) 

因此 ξ 是庞加莱映射的固定点。下面证明固定点的
全局渐进稳定性，采用与式(18)相同的原理得： 

1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k− − −= − = − = − = =e x ξ f x f ξ J x ξ L  
1 1

0 0 0 0( )k kc c− −− =J x ξ J e         (22) 

需要说明的是式(22)中的雅克比矩阵与式(18)
中的雅克比矩阵是不相同的，但由式(14)可知它们
的对角元素均为 0和 c。所以 

1 1
0 0 0 0lim | | lim || || lim | | || || 0|| || k k

kk k k
c c− −

→∞ →∞ →∞
= = =e J e J e   

(23) 
因此，固定点 ξ 全局渐进稳定。 
2.3  固定点存在性讨论 
上节从几何角度分析说明了半被动行走固定

点的存在性，并且从数学角度严格证明了半被动行

走固定点的存在性和全局渐进稳定性。然而，从动

力学角度分析，半被动机器人固定点存在并且实现

稳定行走还必须满足下面几个条件： 
1) 初始速度必须足够大，以保证髋关节能通过

最高点： 
2 2 2 21 1 cos 1 cos2 2 2

gMl Mgl l
α αθ θ> − ⇒ > −& &  

 (24) 
2) 初始速度不能过大，以保证机器人行走而不

是跑步，即地面支持力始终大于零： 
2 2cos cos2 2

gMl Mg l
α αθ θ> ⇒ >& &     (25) 

3) 摆动腿必须在发生冲击前运动到限定的位
置，摆动腿达到指定位置的时间可以通过改变髋关

节扭转弹簧的刚度来调节。 

3  仿真结果 

采用前面介绍的方法，对半被动双足机器人行

走进行仿真，假设机器人在腿摆动阶段没有能量损

失，机器人在与地面冲击时两腿间的夹角保持恒定

α = π/3，髋关节集中质量 M=10kg，腿长度为 l=1m，
脉冲推力 P=15N·s，重力加速度 g=9.8m/s2。根据

固定点存在的附加条件式(24)和式(25)可以计算出
机器人支撑腿角速度必须满足下面条件： 

2 2cos 1 cos2 2
g g
l l

α αθ> > − ⇒&  

2.9133 1.6205θ> >&         (26) 
取支撑腿初始角速度分别为 2rad/s 和 2.8rad/s

的仿真结果如图 4所示。 
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图 4  冲击后支撑腿角速度图 

Fig.4  Plots of angular velocity of stance leg after heel-strike 

从图 4可以看出，不论是支撑腿初始角速度大
于还是小于固定点处的角速度，经过 10 步左右行
走，冲击后机器人支撑腿的角速度都稳定为恒定

值。根据式(16)和角速度与线速度间关系可以计算
该值为 2.5981rad/s。 

为了考察系统对干扰的鲁棒性，假设关节角和

脉冲推力存在 1%的随机干扰。系统的参数和初始
条件等与前面仿真相同，仿真结果如图 5所示。从
图 5中可以看出，经过 5步行走，冲击后机器人支
撑腿的角速度都稳定在固定点附近。结果表明系统

对冲击发生时机器人内角的干扰和脉冲推力的干

扰都具有一定的鲁棒性。 
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图 5  冲击后支撑腿角速度图(1%干扰) 

Fig.5  Plots of angular velocity of stance leg after heel-strike 
(1% disturbences) 

4  结论 

本文研究了半被动双足机器人行走固定点的

稳定性问题，在冲击时刻双足机器人两腿夹角保持
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恒定和以沿支撑腿脉冲推力为动力源的条件下，从

理论上严格证明了行走过程固定点的存在性和全

局稳定性。仿真实验结果验证了理论结果的正确

性，且固定点对干扰具有一定的鲁棒性。在本文理

论研究和仿真实验基础上，构建物理实物系统开展

实验研究将是进一步研究的课题。 
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