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摘  要：提出了结构随机振动分析的等效激励法，基于结构所受随机荷载的功率谱密度构造了等效激励荷载，以

此作为该结构的确定性荷载输入，采用常规的结构动力分析方法计算出结构的响应，然后对响应进行 Fourier 分

解，求得单个虚拟激励对应的响应，再进一步求出结构响应的功率谱密度。分析了单点激励下非平稳随机响应的

问题，讨论了非线性系统随机响应情况。 
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EQUIVALENT EXCITATION METHOD FOR RANDOM STRUCTURAL 
VIBRATION ANALYSIS 

*SUN Zuo-yu , WANG Hui 

(College of Civil Engineering, Guangzhou University, Guangzhou, Guangdong 510006, China) 

Abstract:  An equivalent excitation method for random structural vibration analysis is proposed. Based on the 

power spectral density of input excitation, an equivalent excitation is constructed, which is adopted as a 

determinate input load to calculate the responses of the structure, then these responses are decomposed to special 

responses corresponding to their specific pseudo-excitations, and the power spectral density of the responses is 

derived using the specific responses. The random vibration of a linear structure under one point non-stationary 

excitation is studied, and a case for a nonlinear structure is discussed. 
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随机振动分析是研究建筑结构在随机荷载作

用下安全性和可靠性的重要基础，其核心内容主要

涉及在已知随机激励功率谱密度的条件下计算结

构响应的功率谱密度及响应的方差等问题。近几十

年来，国内外学者在理论上进行了多方面的探讨，

取得了一系列的研究成果[1―2]，但是由于理论的复

杂性和计算方面的困难，这些成果在大型工程问题

中的应用尚不多见。林家浩教授提出的虚拟激励  

法[3]，解决了随机响应分析面临的计算精度和计算

效率问题，通过假设虚拟激励，将原来的随机振动

分析问题，转化为计算结构在一系列虚拟激励作用

下的确定性动力学计算问题，其计算结果与传统的

CQC(complete quadratic combination, 完全二次组

合)方法具有相同的精度，计算效率却有极大的提

高，这为随机振动分析在工程中的广泛应用打下了

坚实的基础[4―10]。本文在分析虚拟激励法原理的基

础上提出了随机振动分析的等效激励法，即将假设

的各个频率对应的虚拟激励叠加在一起作为等效

激励荷载，然后计算结构在此确定性荷载激励下的

动力响应，显然该响应可以看作是前面假设的各个
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虚拟激励单独作用时对应响应的叠加，因此可以通

过Fourier分解计算出各个虚拟激励单独作用时的

响应，据此可以求得响应的功率谱密度及响应的方

差等。这种方法仅需进行一次结构的动力响应计

算，因此具有更高的计算效率。 

1  等效激励法原理 

1.1  随机振动的虚拟激励法[3] 
以线性系统受到自谱密度为 ( )xxS  的单点平

稳随机激励 ( )x t 为例，按照随机振动分析理论，其

响应 的自功率谱( )y t ( )yyS  应为： 

2
( ) ( ) ( )yy xxS H S            (1) 

式中 ( )H  为结构的传递函数，反映了结构的动力

特性，其关系如下式所示： 

( )xxS    ( )H     
2

( ) ( ) ( )yy xxS H S    

  (2) 
按照传递函数 ( )H  的定义，输入激励 ( )x t 与

结构响应 的关系为： ( )y t
ie tx    ( )H    i( )e ty H    (3) 

若构造一个虚拟激励： i( )e t
xxx S  ，显然

其对应的响应量应为 i( ) ( )e t
xxy S H   ，即： 

i( )e t
xxx S   ( )H    i( ) ( )e t

xxy S H    

                  (4) 

将该虚拟响应量 与其共轭 相乘，可得： y *y
2 2* ( ) ( ) ( )xx yyy y y H S S         (5) 

这说明通过计算虚拟响应量的自乘，就可求得

输出 的自谱密度。 ( )y t

如果有两个虚拟响应，可以分别计算： 
i( )e t

xxx S   ( )H   i
1 1( ) ( )e t

xxy S H   ， 
i

2 2( ) ( )e t
xxy S H        (6) 

则 与 的互谱为： 1y 2y
* * i i

1 2 1 2( ) ( )e ( ) ( ) et t
xx xxy y H S H S        

1 2

*
1 2 ( )xx y yH S H S                   (7) 

类似地可以得到功率谱矩阵的下列算式： 
* T[ ] { } { }yyS y y   ， ， * T[ ] { } { }xyS x y  

*[ ] { } { }yxS y x   T                (8) 

若对结构的特定响应量感兴趣，如关心某一内

力 f ，可施加虚拟激励 i( )e t
xxx S  ，计算出 f

的虚拟响应 f ，则其自谱密度为 [ ( *})] {ffS f    

T{ }f ，进一步可以计算其方差： 

2

0
( )d 2 ( )df ff ffS S    

 


       (9) 

与传统的结构随机振动计算方法相比，林家浩

教授提出的虚拟激励法[3]，原理简明，易于应用，

不但可以显著地提高计算效率，而且得到的是精确

结果，克服了随机振动分析面临的计算困难，这是

我国学者对这一研究领域的杰出贡献。目前相关的

研究成果已经在地震工程[4―5]和其它领域[6―8]]得到

了广泛的应用。 

1.2  随机振动的等效激励法 

应用虚拟激励法进行结构随机振动分析，一般

是在所关心的频域范围内 [ ,a b ]   离散为 N +1

个频点， ( )b ak a

k

N
     ， ，

对于每一个频点按照上述方法设定虚拟激励，计算

结构的响应，然后再按照式(8)计算响应的功率谱，

进而按照式(9)计算响应量的方差。可以看出对于每

一个虚拟激励，都需要进行结构的动力分析，若是

一个大型复杂的结构，则需要进行 N +1 次计算，

这一工作量依然是相当巨大。对于线性结构而言，

可以应用叠加原理，即当输入是单频激励的线性叠

加时，其响应也必为单频激励各自响应的线性叠

加，因此可以构造一个等效激励： 

0,1,2, ,k N

i i

0

( ) e ( ) e d
b

k k

a

N
t t

e xx k xx
k

x S S
 


  



      (10) 

计算结构在此等效激励作用下的响应，则有： 

i

0

( ) ( ) e k

N
t

e xx k k
k

y S H  


        (11) 

将 进行 Fourier 分解，可以求得： ey
i( ) ( ) e k t

k xx k ky S H           (12) 

显然这是与虚拟激励 ( ) exp(i )xx k kS t  对应

的响应，可见经过一次动力分析计算，即可求得 ，

再对 进行 Fourier 分解，就可以得到 ，与前述

虚拟激励法计算结果完全相同，并且由式(12)可以

看出，Fourier 变换系数的平方等于其自谱密度。因

此用该方法进行随机振动分析，计算工作量可以显

著降低，计算精度并无任何损失。 

ey

ey ky

1.3  均匀调制单点激励非平稳随机响应的等效 

激励法 

对于线性结构受到均匀调制单点激励的情况，

若演变随机外荷载激励 ( ) ( ) ( )f t g t x t ，其中 ( )x t

是一平稳随机过程，调制函数 ( )g t 为慢变时间函
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数，已经证明[3]，通过假设“调制的”虚拟激励： 对于非线性结构，输入等效激励荷载，求解非

线性系统的响应，将之作为该非线性系统对应的

“等效线性系统”在此等效激励荷载作用下的响

应，显然本文提出的等效激励法对此等效线性系统

是适用的，可以求出所关心输出量的功率谱密度和

方差，进而可以直接应用该等效线性系统的方差计

算其等效参数矩阵 矩阵 矩阵 ，从而避免

了上述等效线性化方法所需迭代计算的巨大工  

作量。 

eM 、 eC 、 eK

i( ) ( )e t
xxx g t S             (13) 

可以求得与之相应的响应： 
i

0
( ) ( ) ( )e d

t

xxy S h t g     

)

     (14) 

式中， (h t  是单位脉冲响应函数，仍然可以应用

式(8)、式(9)进行后续的计算。 

与前述分析类似，对于线性结构，同样假设一

个“调制的”等效激励： 

i

0

( ) ( )e k

N
t

e xx k
k

x g t S 


         (15) 2  结论 

根据线性系统的叠加原理，可以求得与之相应

的响应为： 
(1) 提出了结构随机振动分析的等效激励法，

通过假设等效激励，可以一次计算出结构在多种频

率激励下的总响应，再通过 Fourier 级数分解，可

以求出结构在特定频率激励下的响应，进而可以计

算出响应量的功率谱和方差。这种方法仅需要进行

一次结构的动力分析，计算效率高。 

i

0
0

( ) ( ) ( )e dk

N t

e xx k
k

y S h t g    


   

)

  (16) 

若 设 ( ) ( ) (h t h t g     ， ( )H  为 与 

(h t ) 对应的传递函数，则有： 

(2) 该方法可用于线性结构非平稳随机激励分

析，计算公式和步骤与平稳随机激励的相似。 0

( ) ( )exp(i )
N

e xx k k
k

y S H kt  


      (17) 

(3) 应用等效激励法，可以计算非线性结构对

应的等效线性系统的随机响应。并可以根据输入和

输出时程，识别该等效线性系统的动力参数。 

同样可以对此进行 Fourier 级数展开，求得： 

( ) ( )exp(i )k xx k k ky S H t         (18) 

进而可以计算响应量的功率谱、方差等。 

1.4  基于等效激励法分析非线性结构的等效线性 

系统 
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