
第 27 卷第 9 期    Vol.27 No.9 工    程    力    学  

2010 年  9  月    Sep.  2010 ENGINEERING  MECHANICS 12 

——————————————— 
收稿日期：2009-03-31；修改日期：2009-06-18 
基金项目：国家自然科学基金项目(90510018，50779021，90715041)；水沙科学与水利水电工程国家重点实验室自主研究课题项目(2008-TC-2) 
作者简介：迟福东(1982―)，男，云南人，博士生，从事结构动力试验方面的科研工作(E-mail: cfd05@mails.tsinghua.edu.cn)； 

王进廷(1973―)，男，山西人，副教授，博士，从事结构抗震及动力试验方面的科研与教学工作(E-mail: wangjt@tsinghua.edu.cn)； 
∗金  峰(1966―)，男，贵州人，教授，博士，博导，从事水工结构及防震减灾方面的科研与教学工作(E-mail: jinfeng@tsinghua.edu.cn). 

文章编号：1000-4750(2010)09-0012-05 

实时耦联动力试验的时滞稳定性分析 
迟福东，王进廷，*金  峰  

(清华大学水沙科学与水利水电工程国家重点实验室，北京 100084) 

摘  要：介绍了实时耦联动力试验的基本原理和研究进展。基于传递体系的纯时滞假定建立单自由度实时耦联动

力试验的数学模型。利用基于 Padé 逼近时滞项的根轨迹分析方法求取单自由度实时耦联试验的时滞稳定条件。

结果表明：质量、阻尼和刚度的单个稳定上限都随结构自振频率和时滞的增大而呈现拟周期性的变化趋势；在低

频部分，稳定上限随结构自振频率和时滞的增大而减小；对于物理子结构中同时包含质量、阻尼和刚度的复合稳

定条件，质量上限和下限可能同时存在。最后利用数值模拟验证理论分析得出的稳定条件。 
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DELAY-DEPENDENT STABILITY ANALYSIS OF REAL-TIME DYNAMIC 
HYBRID TESTING 

CHI Fu-dong , WANG Jin-ting , *JIN Feng 

(State Key Laboratory of Hydroscience and Hydraulic Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  The basic principle and research progress of real-time dynamic hybrid testing (RTDHT) are presented. 
The mathematical model of SDOF RTDHT is established based on the pure delay assumption of a transfer system. 
The root locus analysis method based on Padé decomposition approximating the delay item is employed to obtain 
the delay-dependent stability conditions of SDOF real-time dynamic hybrid testing. The results show that the 
single upper stability limits of the mass, damping and stiffness vary quasi-periodically with both the natural 
frequency of structure and the transfer system response delay; these limits decrease as both the natural frequency 
and delay increase for a low frequency structure; for the compound stability condition of the case where the 
experimental substructure contains mass, damping and stiffness simultaneously, both an upper and a lower mass 
boundaries may exit. A numerical model is built to validate the theoretical stability condition.   
Key words:  seismic testing; real-time dynamic hybrid testing; delay; root locus analysis; Padé approximation; 

stability condition 
 

实时耦联动力试验(简称 RTDHT)也称为实时

动力子结构试验，其基本原理是将整体结构分为两

部分，其中本构关系复杂的部分作为物理子结构，

采用物理试验模拟，其余部分作为数值子结构采用

计算机数值模拟。由于 RTDHT 能降低试件尺寸，

同时能有效考虑结构的率相关效应，因而具有独特

的优越性和良好的发展前景[1―5]。 
RTDHT 一般采用液压伺服作动器作为传递体

系，这就不可避免地要面对传递体系的时滞问题。

Horiuchi[2]采用能量平衡方法，对一个物理子结构仅
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有刚度的 RTDHT 系统进行分析，表明时滞相当于

给系统增加一个负阻尼。Horiuchi[6]对一个只含有质

量的 RTDHT 进行稳定性分析，表明稳定的条件是

物理子结构质量小于数值子结构质量。Wallace[7]利

用时滞微分方程模型分析了一个物理子结构只包

含 刚 度 的 单 自 由 度 RTDHT 的 稳 定 条 件 。  
Mercan[8―9]结合一种拟时滞技术和劳斯稳定判据，

研究了若干 RTDHT 案例的稳定性。 
以上研究或只考虑刚度或质量等单个因素对

时滞稳定性的影响；或只给出若干具体案例的时滞

稳定性。本文建立了能全面考虑质量、阻尼和刚度

等结构参数的单自由度 RTDTH 的数学模型；采用

根轨迹法这一简单而又强有力的分析工具，研究特

征根随子结构划分参数变化的关系，进而求取

RTDHT 系统的稳定条件，总结单自由度 RTDHT 时

滞稳定性的一般性规律。 

1  实时耦联动力试验的数学模型和

根轨迹方法 

在 RTDHT 中对试验系统稳定有影响的时滞主

要是传递体系的时滞。本文假定传递体系为一个纯

时滞体系，在此基础上可建立 RTDHT 的数学模型。 
1.1  子结构模型 

以单自由度 RTDHT 为例，其子结构划分如图

1 所示。图 1 中，下标 e、c 分别代表物理子结构和

数值子结构。设 me+mc=m，ce+cc=c，ke+kc=k，
me=μmmc，ce=μc cc，ke=μk kc。为方便理论分析，假

设数值子结构和物理子结构都具有线性刚度和阻

尼，则数值子结构的运动方程可写为： 
( ) ( ) ( ) ( )c c c c c c e cm x t +c x t +k x t +m x t +τ−  

( ) ( ) ( )e c e cc x t + k x t = f tτ τ− −     (1) 

式中：xc为数值子结构的位移；t 为时间变量；f 为
外荷载；τ为传递体系的时滞。 

 
图 1  单自由度 RTDHT 的子结构划分示意图 
Fig.1  Schematic representation of substructured  

SDOF RTDHT 

在无外荷载条件下，对式(1)进行拉普拉斯变

换，可得到系统的特征方程： 
2 2( )e 0s

c c c e e em s c s k m s c s k τ−+ + + + + =   (2) 

式中，s 为 Laplace 变量。考虑到 me=μmm/(1+μm)，
mc=m/(1+μm) ， ce=μcc/(1+μc) ， cc=c/(1+μc) ，

ke=μk k/(1+μk)，kc= k/(1+μk)，c=2ξmωn，k=mωn
2  ，则

式(2)可写为： 
2 21 2 1

1 1 1n n
m c k

s sξω ω
μ μ μ

+ + +
+ + +

 

2 22 e 0
1 1 1

sm c k
n n

m c k
s s τμ μ μξω ω

μ μ μ
−⎛ ⎞

+ + =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
 (3) 

1.2  根轨迹方法 
本文利用根轨迹方法研究特征方程式(3)的稳

定条件。根轨迹方法就是在复平面内画出在特征方

程的某个参数从 0 增大到正无穷的过程中，特征根

变化的轨迹[10]。MATLAB[11]提供了根轨迹分析功

能，只要将特征方程写成如下形式： 
num( )1 0
den( )

sK
s

+ =              (4) 

式中：K 为变化的参数，K>0，在控制理论中为反

馈增益；num(s)、den(s)为多项式，在控制理论中分

别为开环传递函数的分子和分母。 
根轨迹技术用来研究变化的参数K对闭环极点

(即特征根)位置的影响。而闭环极点的位置间接地

提供了系统时域和频域响应的相关信息。系统稳定

的充要条件是其所有闭环极点位于复平面的左半

部。当 K 增大时，如果有极点从左半平面穿过虚轴

进入右半平面，系统将从稳定区域进入不稳定区

域，相应于过虚轴的K为系统的一个临界稳定参数；

如果极点从右半平面进入左半平面，原来不稳定的

系统可能变得稳定，这时的 K 也是一个临界稳定参

数。一旦找出所有的临界稳定点，以 K 表示的稳定

条件即可确定。 
要利用根轨迹方法研究特征方程式(3)，首先需

要将时滞项 e− τs 作简化处理。Mercan[8―9]采用一种

拟时滞技术对 e− τs 进行替换，然而，该处理办法只

在虚轴上精确成立[12]。借助拟时滞技术能准确地求

出系统的稳定极限和失稳频率，但要分析失稳以前

性能如何变化，其正确性尚待验证。本文对 e− τs进

行 Padé 逼近，其表达式如下： 

ce 

kc

mc 

ke

ce 
me 
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式中，p、q 为 Padé 逼近的阶次，通常取 p=q=h。
Padé 逼近时滞项的好处在于其在复平面上具有较

好的精度，因而既可以研究系统的稳定条件，也可

以讨论失稳以前的性能变化过程。数值试验结果表

明，在本文研究感兴趣的频率和时滞范围内，10 阶

以上的 Padé 分解能提供足够高的逼近精度。因此

本文分析中，取 h=10。 
下文将分别选定物理子结构和数值子结构的

质量比 μm、阻尼比 μc、刚度比 μk 作为参变量，讨

论式(3)的质量稳定条件、阻尼稳定条件、刚度稳定

条件以及复合稳定条件。 

2  实时耦联试验系统的稳定性分析 

2.1  质量稳定条件 
令式(3)中 μc

 = μk=0，则特征方程变为： 
2 2(1 )m ns sμ ξω+ + + 2 2(1 ) e 0s

m n ms τμ ω μ −+ + =  (6) 

将式(5)代入式(6)，同时对式(6)进行同解变形，可

以将 μm分离，得到形式上和式(4)相同的特征方程： 
2

0
2

0

1 0

h
i

i
i

m h
j

j
j

n s

d s
μ

+

=
+

=

+ =
∑

∑
 

( , , ), 0 2i i nn f i hξ τ ω= = +―  
( , , ), 0 2j j nd f j hξ τ ω= = +―       (7) 

根据式(7)，可以利用 MATLAB 进行根轨迹分

析，得出闭环特征根随 μm变化的关系图，从而分析

系 统 性 能 的 变 化 ， 并 确 定 质 量 稳 定 区 间

( , )l u
mcr mcrμ μ 。其中 l

mcrμ 和 u
mcrμ 分别为可能的质量稳

定下限和上限。为表达的方便，将以 μm表示的稳定

条件换算为以物理质量占总质量的比重 ρm 表示的

稳定条件 ( , )l u
mcr mcrρ ρ ，换算关系为 ρm=me/m= 

μm/(1+μm) 。图 2 和图 3 给出结构自振频率

ωn=0rad/s―314rad/s，时滞 τ =0s―0.05s，阻尼比

ξ = 0.05，ξ = 0.1 时的质量稳定条件。 
由图 2 和图 3 可以看出，质量稳定的下限恒为

0。若不存在时滞，质量稳定上限恒为 1，亦即试验

系统是恒稳定的；只要存在时滞，质量稳定上限就

不可能超过 0.5，其中 ωn= 0 时的稳定上限恒为 0.5，
和 Horiuchi[6]的结论一致。随着结构自振频率和时

滞的增加，质量稳定上限呈现出一种拟周期性的增

减趋势；在低频部分，随结构自振频率和时滞的增

大而减小。结构的阻尼比对质量稳定上限也有一定

的影响，总体上看 ξ = 0.1 时的质量稳定上限要高于

ξ = 0.05 时的质量稳定上限。 

 
(a) 三维图 

 
(b) 二维截面 

图 2  ξ=0.05 时的质量稳定条件 
Fig.2  The mass stability condition when ξ=0.05 

 
(a) 三维图 

 
(b)  二维截面 

图 3  ξ=0.1 时的质量稳定条件 
Fig.3  The mass stability condition when ξ=0.1 
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2.2  阻尼稳定条件 
令式(3)中 μm=μk=0，采用和 2.1 节完全类似的

处理，可以得出一组给定参数(ξ, τ, ωn)所对应的阻

尼稳定条件。图 4 给出 ξ=0.1 时阻尼稳定条件随 τ、
ωn 变化的关系图。由图 4 可以看出，阻尼稳定下限

恒为 0。若不存在时滞，阻尼稳定上限恒为 1；存

在时滞时有所降低，但不会低于 0.5；随着结构自

振频率和时滞的增加，阻尼稳定上限也呈现出一种

拟周期性的增减趋势；在低频部分，随结构自振频

率和时滞的增大而减小。 

 

(a) 三维图 

 
(b) 二维截面 

图 4  ξ=0.1 时的阻尼稳定条件 
Fig.4  The damping stability condition when ξ=0.1 

2.3  刚度稳定条件 
令式(3)中 μm=μc=0，采用和 2.1 节类似的处理，

同样可以求得刚度稳定条件。图 5 给出 ξ=0.1 时刚

度稳定条件随 τ、ωn 变化的关系图。由图 5 可以看

出，刚度稳定下限恒为 0。随着结构自振频率和时

滞的增加，刚度稳定上限也呈现出一种拟周期性的

增减趋势；在低频部分，随结构自振频率和时滞的

增大而减小。 
Wallace[7]利用时滞微分方程模型(DDE)对类似

问题的稳定性进行了分析。本文假定 τ=0.01s，利用

根轨迹分析得出的稳定条件和 Wallace 的结果对比

如图 6 所示。可以看出，两者吻合很好。因而，进

一步证明采用基于 Padé 逼近时滞项的根轨迹技术

求稳定条件完全能达到满意的精度。 

 
(a) 三维图 

 
(b) 二维截面 

图 5  ξ=0.1 时的刚度稳定条件 
Fig.5  The stiffness stability condition when ξ=0.1 

 
图 6  根轨迹法获得的刚度稳定条件和 DDE 结果的对比 

Fig.6  Comparison of stiffness stability conditions obtained by 

root locus method and DDE 

2.4  物理子结构中同时含有质量、刚度和阻尼时 
复合稳定条件的求取 
对于 me、ke、ce 均不为 0 的情况，考虑到

μc=ρc/(1−ρc)，μk=ρk/(1−ρk)，则式(3)可以写为： 
2 2

2 2

2(1 )(1 ) (1 )(1 )

[ 2(1 ) (1 ) ]e 0
m c n m k n

s
m m c n m k n

s s

s s τ

μ ρ ξω μ ρ ω

μ μ ρ ξω μ ρ ω −

+ + − + + − +

+ + + + =
 

(8) 
这样，对于给定的系统(ξ , τ, ωn)，固定一组(ρc, ρk)，
可以利用 2.1节所述的方法以 μm为参变量进行根轨

迹分析，从而求取相应的稳定区间 ( , )l u
mcr mcrρ ρ 。不

断改变 ρc和 ρk(0≤ρc≤1，0≤ρk≤1)，即可求得该系

稳定区域
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统的复合稳定条件。下面给出了一个算例。 
算例：ξ =0.1，τ =0.01s，ωn=62.83/(rad/s)。求得的稳

定空间如图 7 所示。可以看到算例中对质量的下限

有所限制，或者说对刚度的上限有所限制。算例结

果表明，质量的上限不会超过 0.5。 

 

图 7  ξ=0.1，τ=0.01s，ωn=62.83/(rad/s)的复合稳定条件 
Fig.7  Compound stability condition when ξ=0.1, τ=0.01s, 

ωn=62.83/(rad/s) 

3  稳定性结论的验证 

本部分采用 MATLAB/Simulink 数值仿真，以

第 2 节的算例为例验证稳定性分析的结论。设地面

运动输入为 0.1g，8Hz 的正弦波。理论分析和数值

模拟的稳定条件列于表 1 中。其中，“S”表示稳定，

“U”表示不稳定。可以看出，数值模拟和理论分

析的结果吻合良好，从而理论分析的正确性得到了

验证。 

表 1  稳定性结论的验证 
Table 1  Validation of the stability conclusions 

(ρc, ρk) (0, 0) (0, 0.5) (0.5, 0) (0.5, 0.5)

理论质量稳定下限 l
mcrρ  0 0.172 0 0.192 

— 0.170(U) — 0.189(U)
数值模拟结果 

0.001(S) 0.172(S) 0.001(S) 0.193(S)
理论质量稳定上限 u

mcrρ  0.482 0.500 0.480 0.500 

0.481(S) 0.499(S) 0.479(S) 0.499(S)
数值模拟结果 

0.483(U) 0.502(U) 0.482(U) 0.502(U)

4  结论 

采用根轨迹方法，并基于 Padé 展开逼近时滞

项，着重探讨单自由度 RTDHT 的时滞稳定性，得

出如下初步结论： 
(1) 时滞要求子结构划分满足一定的条件才能

保证试验的稳定。对单个稳定条件来说，其稳定上

限随结构自振频率和时滞的增大而呈现出一种拟

周期性的变化趋势；在低频部分，稳定上限随结构

自振频率和时滞的增大而减小；结构阻尼比的增大

有利于提高稳定上限。 

(2) 复合稳定条件相对复杂，对质量不仅有上

限的要求，还可能有下限的要求。其中质量稳定上

限要求物理子结构的质量不能超过数值子结构的

质量。 
(3) 从试验设计的角度说，应合理设计物理子

结构中各参数所占的比重，保证系统处于稳定   
区域。 

本文只讨论了单自由度纯时滞情况，利用根轨

迹法研究多自由度系统以及考虑时滞补偿的稳定

性，还有一系列问题值得研究。本文作者目前正在

进行这方面的研究工作。另外，数值子结构的离散

化求解方法可能会使稳定性更差，这是另外一个值

得深入研究的课题。 
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