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摘  要：针对提高地震动反应谱的计算精度，提出用余弦变换计算地震反应的新方法。给出并证明了基于余弦变

换的褶积及微分定理，利用它们，以单自由度系统动力微分方程为出发点，推导出地震反应的余弦变换谱公式，

进而通过逆余弦变换求取反应谱的一般表达式。为探讨该方法的计算精度，分别利用精确法和余弦变换法计算了

简谐波输入情况下的反应谱，并进行了误差对比分析。研究结果表明：当地震动荷载输入为 cos4π t时，精确法计

算的位移、速度和加速度反应谱与理论反应谱的均方差分别为 0.0012m、0.003m/s、0.16m/s2，而余弦变换法计算

的反应谱与理论反应谱的拟合效果非常好，均方差分别为 0.0002m、0.002m/s、0.36m/s2，余弦变换法计算的位移

和速度反应谱精度分别提高了近 6倍和 1.5倍，虽然加速度反应谱均方差略大于精确法，但对于长周期部分的计

算结果，较之精确法的计算精度来说具有显著的优势。而在对 EI Centro 地震波的反应谱计算结果中，两种方法

所获得的三类反应谱曲线形态相近，进一步证实了余弦变换法计算结果的准确性和可靠性。 

关键词：反应谱；余弦变换；精确法；数值精度；误差分析 
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CALCULATION OF EARTHQUAKE RESPONSE SPECTRA BY  
COSINE TRANSFORM 
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Abstract:  A new method of calculating earthquake response based on the cosine transform is proposed in order 
to improve the calculating accuracy of earthquake response spectra. Convolution and differential theorems of 
cosine transform are put forward and proved. By employing the transform as well as considering SDOF system’s 
dynamic differential equations as a starting point, the formula of cosine-transform-spectrum of earthquake 
responses is deduced, and then a general expression of response spectrum is obtained. For approaching the 
calculating accuracy, the response spectra of harmonic conditions is calculated by using exact and cosine 
transforms respectively. Meanwhile the error analysis is done. It is concluded that the mean square deviation of 
displacement, velocity and accelerate response spectra are 0.0012m, 0.003m/s and 0.16m/s2 respectively 
calculated by exact, while the result of cosine transform fit very well with theory, and the mean square deviation 
are 0.0002m, 0.002m/s and 0.36m/s2, when the load input is cos4πt, which shows the accuracy of displacement 
and velocity increased nearly 6 and 1.5 fold, although the mean square deviation of acceleration response 
spectrum is a little greater than that of an exact one; for the long period, the method of cosine transorm is 
markedly superior to that of an exact one. And in the result of EI Centro, the shape of three type response spectra 
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is similar, further confirmed the accuracy and reliability of the cosine transform method. 
Key words:  response spectra; cosine transform; exact method; numerical accuracy; error analysis 
 
地震动反应谱广泛地应用于地震工程中。从物

理上看，反应谱既包含了地震动的谱特征，又给出

了简单结构对地震动的最大反应，根据叠加原理还

可进一步给出复杂结构对地震动的最大反应，既可

以用来当作衡量地震动强度的一把尺子，又可以用

于估计工程结构在地震作用下的受力状况。此外，

地震动反应谱理论又为抗震结构中的一些重大问

题如地震区划、设计原则、安全与保险、社会决策

等提供理论支持。因此，提高反应谱的计算精度具

有重要的意义。 
Biot曾率先提出了反应谱的概念[1―3]，Housner

等在 Biot 的研究基础上，用电模拟方法计算反应
谱 

[4―6]，从而奠定了反应谱的理论基础。随着 20世
纪 60 年代前后电子计算机的大量普及而兴起的结
构反应数值分析以及强震观测记录和震害经验的

积累，反应谱理论趋于成熟。为进一步提高反应谱

的计算精度和速度，后人在反应谱理论的基础上，

指出地震反应的计算方法可分为在时域和频域内

进行两大类[7―8]。时域主要理论依据是函数的微分

定理，通过对离散地震反应量或输入地震动作出某

种假设，以地震反应量所表述的动力平衡方程来寻

找数字滤波器传递函数或递归公式，如精确法[9]、

三角插值解析公式法[10]、抛物线内插法[11]、单边差

分法[12]、Z 变换法[13]和 Newmark 法[14]等，但这些

方法计算精度都受到对∆t 时段内的数字加速度的

变换规律的假定的限制。频域大多采用 Fourier 变
换，利用谱分析原理来实现[7―8]，其理论较为完善，

但由于函数非周期性因子以及有限截断的影响，使

其应用范围受到很大的限制，而且计算的精度也

不 高。 
余弦变换具有优良的性能，无论是其理论价值

还是应用价值都优于非正弦类变换，从而在正交变

换中占据了主导地位。Ahmed和 Rao于 1974年首
先提出了离散余弦变换(DCT)[15]，Andreas 等 1991
年验证了 DCT 在 4 种正交变换(DFT、DCT、
Karhunen-Loève变换和Walsh-Hadamard变换)中是
最有活力的[16]。对于实连续信号，DCT不但能够避
免复数运算，而且具有与 Karhunen-Loève变换相似
的性能，能够去除原信号的相关性，从而保留原信

号的最大能量。DCT快速算法的研究和实现[17―19]，

使余弦变换计算的速度得到了极大的提高，因此，

它在语音、图像编码以及数据压缩等信号处理方面

得到了广泛的应用[20―22]。但迄今为止，在国内外还

没有发现将余弦变换应用于地震动反应谱计算的

相关文献。为此，本文为提高反应谱的计算精度，

提出利用余弦变换计算地震反应。为了分析余弦变

换法的计算精度，文中以目前计算地震反应精度较

高的精确法[9]为对比对象，对简谐波输入情况下，

分别利用两种方法编制了地震反应计算程序，并进

行精度分析。 

1  地震反应余弦变换理论的建立 

1.1  基于余弦变换的褶积及微分定理 
用余弦变换计算地震反应，目前在地震反应计

算理论中依然是一个盲区，因此本文提出并证明余

弦变换的褶积及微分定理，以便由此推导出基于余

弦变换计算地震反应的一般表达式，并引出反应谱

计算的基本公式。 
1.1.1  余弦变换褶积定理 
如果函数 f ( t)、g ( t )满足狄利希里条件，且绝对

可积，则它们的褶积的余弦变换式为： 
[ ( )* ( )]C f t g t =  

π 2 π 2
π/2[ ( ) ( ) ( ) ( )]C C C Cf g f gΩ Ω Ω Ω−   (1) 

式中：C表示余弦变换； π /2C 表示相移 π/2的余弦
变换(为区别正弦变换给出如下的形式)； 2πfΩ = 为

角频率。 
证明  由于函数 f ( t)、g ( t )满足狄利希里条件，

且绝对可积，因此其余弦变换存在，根据余弦变换

的定义有： 

0
[ ( )] 2/π ( )cos( )dC f t f t t tΩ

+∞
= ∫ ， 

π /2 0
[ ( )] 2/π ( )cos(π/2 )dC f t f t t tΩ

+∞
= −∫ ， 

0 0
[ ( ) * ( )] 2/π ( ) ( )d

cos ( )d

t
C f t g t f g t

t tΩ

τ τ τ
+∞  = − ⋅  ∫ ∫
。

 

令 ( ) [ ( ) ( )]F C f t g tΩ = ∗ ，由于二重积分绝对可积，

可以交换积分次序，即： 

0
( ) 2/π ( ) ( )cos( )d dF f g t t t

τ
Ω Ωτ τ τ

∞ ∞ = −  ∫ ∫  

令 t uτ− = ，则： 



 工    程    力    学 51 

0
( )cos( )d ( )cos[ ( )]dg t t t g u u u
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∞ ∞
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∞
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∫

∫
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所以 

π / 2

0
( ) 2/π ( )[ π/2 cos( ) ( )

π/2 cos(π/2 ) ( )]d

C

C

F f g

g

Ω Ω Ω

Ω Ω

τ τ

τ τ

∞
= −

− =

∫   

π / 2

0

0

π/2 ( ) 2/π ( )cos( )d

π/2 ( ) 2/π ( )cos(π/2 )d

C

C

g f

g f

Ω Ω

Ω Ω
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∞
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∫

∫
 

π / 2 π / 2
π/2 [ ( ) ( ) ( ) ( )]C C C Cf g f gΩ Ω Ω Ω−  

因此，表达式(1)得证。 
1.1.2  余弦变换微分定理 
如果函数 f (t)的 k 阶导数 ( ) ( ) ( 1,2, , )kf t k n= L

在 ( , )−∞ +∞ 上连续或只有有限个可去间断点，且

( )

| |
lim ( ) 0, 0,1,2, , 1k

t
f t k n

→+∞
= = −L ，则有： 

1
2

π/2( )

2

( 1) [ ( )], 1,3,5,
[ ( )]

( 1) [ ( )], 2,4,6,

n
n

n
n

n

C f t n
C f t

C f t n

Ω

Ω

−
− =

= 
 − =

L

L

(2) 

证明  由余弦变换的定义，并利用分部积分，
又 ( )

| |
lim ( ) 0, 0,1,2, , 1k

t
f t k n

→+∞
= = −L ，令分部积分

的次数为 m，则当 m为偶数时可得： 

( ) 2[ ( )] ( 1) [ ( )]
m

n m n mC f t C f tΩ −= −  

m为奇数时可得： 
1

( ) 2
π /2[ ( )] ( 1) [ ( )]

m
n m n mC f t C f tΩ

−
−= −  

取积分次数 m=n，则表达式(2)得证。 
1.1.3  余弦变换线性性质 
文献[23]指出，若函数 f ( t)、函数 g ( t )的余弦变

换存在，则： 
[ ( ) ( )] ( ) ( )C CC f t g t f gΩ Ωα β α β+ = +     (3) 

式中α、β 为常数。 
1.2  地震反应余弦谱的表达式推导 
对于在地震动荷载作用下，自振周期为 T、阻

尼比为ξ 的单自由度系统，其动力微分方程为： 
2( ) 2 ( ) ( ) ( )y t y t y t x tξω ω+ + = −&& & &&        (4) 

式(4)中：y(t)、 ( )y t& 、 ( )y t&& 分别为系统的相对位移、

相对速度和相对加速度反应； 2π /Tω = 为系统的

自振圆频率。式(4)是一个简单的常系数线性非齐次
方程式，它的通解为： 

1 2( ) e [ sin( ) cos( )]t
d dy t c t c tξω ω ω−= + −  

( )
0

1 ( )e sin[ ( )]d
t t

d
d

x tξω ττ ω τ τ
ω

− − −∫ &&   (5) 

式中：
21dω ω ξ= − 为系统的阻尼自振圆频率；1c

和 2c 为待定常数，由系统的初值条件确定。式(5)

中第一项为自由振动解，随着时间的增长，该项渐

趋近于零，第二项为特解，是一个带有参量 t 的积
分表达式，通常称为 Duhamel积分。实际工程中通
常认为自由振动很快衰减掉从而可以忽略不计。若

仅考虑式(5)的特解，根据文献[7―8]，则有： 

0
( ) ( ) ( )d ( ) ( )

t
y t x t x t tτ η τ τ η= − = ∗∫ && &&       (6a) 

0
( ) ( ) ( )d ( ) ( )

t
y t x t x t tτ η τ τ η= − = ∗∫ & && && &&       (6b) 

0
( ) ( ) ( ) ( )d ( ) ( )

t
x t y t x t x t tτ η τ τ η+ = − = ∗∫ && &&&& && && &&  (6c) 

式(6)中 ( ) ( ) ( )t t tη η η& &&、 、 分别为单自由度系统对于单

位加速度脉冲的位移反应函数、速度反应函数和加

速度反应函数。对式(6)两端同时作余弦变换，由表
达式(1)、表达式(2)的一阶、二阶导数余弦变换和表
达式(3)，可得： 

( ) [ ( )]Cy C y tΩ = =  

π/2 π/2
π/2[ ( ) ( ) ( ) ( )]C C C Cx xΩ Ω Ω Ωη η−&& &&     (7a) 

( ) [ ( )]Cy C y tΩ = =& &  

π/2 π/2
π/2 [ ( ) ( ) ( ) ( )]C C C Cx xΩ Ω Ω Ω Ωη η+&& &&   (7b) 

( ) ( ) [ ( ) ( )]C Cx y C x t y tΩ Ω+ = + =&& && && &&  

π/2 π/2

2π/2 [ ( ) ( ) ( ) ( )]C C C Cx xΩ Ω Ω Ω Ωη η− +&& &&  (7c) 

式中： 
2 2

2 2 2( ) 2/π
(2 ) ( )C

ω Ω
η Ω

ξωΩ ω Ω
−

= −
+ −

     (8a) 

π/2 2 2 2 2
2( ) 2/π

(2 ) ( )C
ξωΩ

η Ω
ξωΩ ω Ω

= −
+ −

   (8b) 

式(7)即为单自由度系统位移反应、速度反应及绝对
加速度反应的余弦变换谱，对式(7)作逆余弦变换即
可得到系统位移反应、速度反应和绝对加速度反 应。 

2  余弦变换计算反应谱的实现 
2.1  离散余弦变换 

Ahmed和Rao首先给出了一维离散余弦变换的
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定义[15]。给定一维数据序列{x(n): n=0, 1,…, N− 1}，
其离散余弦变换和逆变换定义为： 

1

0

2 (2 1) π( ) ( ) ( )cos
2

N

C
n

n kX k c k x n
N N

−

=

+
= ∑    (9a) 

1

0

2 (2 1) π( ) ( ) ( )cos
2

N

C
k

n kx n c k X k
N N

−

=

+
= ∑    (9b) 

式中 k，n = 0, 1, 2,…, N − 1， 
1/ 2, 0( )
1, 0

kc k
k

 == 
≠

           (9c) 

2.2  反应谱的数值实现 
当输入地震加速度时间过程 ( )x t&& 给定后，对于

给定自振圆频率ω及阻尼比ξ 的单自由度系统地
震反应的计算，首先采用一维离散余弦变换公式(9a)
计算出输入加速度的余弦变换，而对于输入加速度

的相移 π/2的余弦变化，其离散余弦变换式采用下
式进行计算： 

1

0

2 (2 1) π( ) ( ) ( )sin
2

N

C
n

n kX k c k x n
N N

−

=

+
= ∑ , 

, 0,1,2, , 1k n N= −L            (10) 
其中 ( )c k 取值同式(9c)。应该说明的是，尽管式(10)

采用了正弦表达式，但完全不同于离散正弦变

换 

[24]，在计算中应予以区别。 
之后应用式(8)计算脉冲响应函数的余弦变换

谱，代入到式(7)，即可获得单自由度系统给定阻尼
比和自振圆频率的位移反应、速度反应及绝对加速

度反应的余弦变换谱，最后对式(7)的计算结果按
式  (9b)实施逆余弦变换，取计算结果绝对值的最大
值，即为该自振圆频率下的地震最大反应。根据地

震反应谱的定义[7―8]，取不同的自振圆频率ω，按
上述计算方法获取不同ω时的地震最大反应，即可
获得反应谱，见下式： 

1
max( ) | [ ( , )] |d CS C yω ω Ω−=           (11a) 

1
max( ) | [ ( , )] |v CS C yω ω Ω−= &           (11b) 

1
max( ) | [ ( ) ( , )] |a CS C x yω Ω ω Ω−= +&& &&     (11c) 

式中： ( , )Cy ω Ω 、 ( , )Cy ω Ω& 及 ( ) ( , )Cx yΩ ω Ω+&& && 按

式 (9)计算； ( )dS ω 、 ( )vS ω 和 ( )aS ω 分别为位移、

速度和绝对加速度反应谱。 
在实际计算过程中，需要注意的是，采用余弦

变换计算地震反应同傅里叶变换一样也会产生环

状效应。环状效应是由于有限的数据长度而产生

的，利用补零的方法可以弥补该效应产生的误差。 

3  简谐波输入下反应谱的计算与精度
分析 

前文从理论上推导并证明了利用余弦变换计

算地震动反应谱的可行性。下面以一在地面加速度

为简谐波作用下的单自由度体系为例，利用精确法

和余弦变换计算的反应谱同其理论反应谱进行对

比分析，研究用余弦变换计算的地震动反应谱的计

算精度及其实用价值。 
计算图 1 的参数为：地震动荷载 ( )x t =&&  

cos2π , 2.0Hzft f = ，输入荷载取样间隔 0.01st∆ = ，

自振周期间隔 T∆ 取为 0.005s，阻尼比 0.05ξ = 。图 1

的理论位移、速度和加速度反应分别采用如下公式

计算： 
( ) e ( sin cos )t

d dy t A t B tξω ω ω−= + +  

sin cosC t D tθ θ+                  (12a) 
( ) e [ ( )sin

( ) cos ]

t
d d

d d

y t A B t
A B t

ξω ξω ω ω

ω ξω ω

−= − − +

− +

&
 

cos sinC t D tθ θ θ θ−               (12b) 
2

2

( ) e {[2 ( ) ]sin

[2 ( ) ]cos }

t
d d

d d

y t A B A t

B A B t

ξω ξω ξω ω ω ω

ξω ξω ω ω ω

−= + − +

− − −

&&
 

2 2sin cosC t D tθ θ θ θ−              (12c) 

式中：    
2 2

2 2 2 2
( ) 1

( ) (2 ) d
A ξω θ ω

ωω θ ξωθ
+

=
− +

, 

2 2

2 2 2 2( ) (2 )
B ω θ

ω θ ξωθ
−

=
− +

, 

2 2 2 2
2

( ) (2 )
C ξωθ

ω θ ξωθ
−

=
− +

, 

2 2

2 2 2 2( ) (2 )
D θ ω

ω θ ξωθ
−

=
− +

。 

图 1给出了余弦变换法、精确法两种方法计算
的反应谱与理论反应谱的对比分析及误差曲线。三

类反应谱均在共振区出现峰值，这与经典的动力学

理论完全相符。 
从图 1(a)中可以看出，曲线③在自振周期小于

1.3s时与理论位移反应谱曲线①拟合的较好，但在
自振周期大于 1.3s之后，则与理论曲线出现明显偏
差，而曲线②与理论曲线的拟合程度非常高。另外

从图 1(b)的位移误差曲线上可以明显的看出自振周
期大于1.3s之后精确法的误差要远远大于余弦变换
法。而图 1(c)中，无论是余弦变换法还是精确法，
在自振周期 0s―5s的范围内，速度反应谱均与理论 
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(a) 位移反应谱                               (b) 位移误差曲线 

 
(c) 速度反应谱                               (d) 速度误差曲线 

 
(e) 加速度反应谱                               (f) 加速度误差曲线 

① 理论值；② 余弦变换反应谱值；③ 精确法反应谱值；④ 余弦变换法误差；⑤ 精确法误差 
图 1  两种方法计算的反应谱对比分析及误差曲线图 

Fig.1  Contrast analysis and error curve of response spectra by two method 

曲线拟合的较好，但从图 1(d)的速度误差曲线形态
上看，精确法计算的误差曲线⑤总体上呈余弦波动

的趋势，而余弦变换法在自振周期 0s―1s 的范围
内，计算误差在−0.012cm/s―0.002cm/s之间出现明
显的波动，周期大于 1s后，余弦变换法的计算误差
趋于平稳，并小于精确法的计算误差。在加速度反

应谱图 1(e)中，曲线②与理论曲线的形态相近，余
弦变换法的计算结果在自振周期 0s―0.55s 的范围
内，要大于理论值，之后略小于理论计算结果，在

自振周期大于 3.55s 后，其计算效果要明显好于精
确法(图 1(f))。另外，图 1中利用余弦变换法计算的

三类反应谱误差曲线均在短周期范围内均出现了

不同程度的跳动，究其原因：其一是由于采用余弦

变换计算地震反应时直接从Duhamel积分表达式入
手，略去自由振动解产生的精度问题；其二是求解

地震反应时，对输入荷载作了一个全局性的基本假

定，即将非周期的数字加速度荷载假定为一个具有

有限带宽的周期荷载的影响；其三是对输入荷载作

离散采样时采样间隔的影响所致，如果要消除这种

影响，只有无限地缩小采样间隔，即要取比采样定

理高出许多倍的采样率进行采样，才能给出更加精

确的结果来，这实际上是难以实现的。 
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需要指出的是精确法的位移、速度和加速度反

应谱均方差分别为 0.12cm、0.003m/s、0.16m/s2，

而采用余弦变换法的均方差分别为 0.02cm、
0.002m/s、0.36m/s2。后者的位移和速度谱均方差分

别比前者降低了 0.1cm、0.001cm/s。虽然后者的加
速度反应谱均方差大于前者，但是对于自振周期大

于 3.55s 的长周期部分，后者的计算精度较之前者
具有显著的优势。 
表 1―表 3 给出了采用余弦变换和精确法计算

的反应谱误差分析，从表 1―表 3 中可以看出，采
用余弦变换计算的三类反应谱除短周期内误差略

大于精确法外，数据计算精度均很高，远远好于精

确法。 
 表 1  利用余弦变换及精确法计算的位移谱精度 /m 
Table 1  The accuracy of displace spectra of cosine transform 

and exact method 
余弦变换法 精确法 

周期/s 理论值 
计算值 误差/(%) 计算值 误差/(%) 

0.2  0.00187 0.00172 −8.02  0.00182 −2.67  
0.6  0.02938 0.02888 −1.70  0.02939 0.03  
1.0  0.01564 0.01518 −2.94  0.01557 −0.45  
1.4  0.01176 0.01161 −1.28  0.01205 2.47  
1.8  0.01222 0.01191 −2.54  0.01297 6.14  
2.2  0.01231 0.01184 −3.82  0.01354 9.99  
2.6  0.01169 0.01153 −1.37  0.0139 18.91  
3.0  0.01208 0.01174 −2.81  0.01415 17.14  
3.2  0.01204 0.01182 −1.83  0.01425 18.36  
3.4  0.01201 0.01188 −1.08  0.01433 19.32  
3.6  0.01206 0.01194 −1.00  0.0144 19.40  
3.8  0.01210 0.01199 −0.91  0.01446 19.50  
4.0  0.01214 0.01203 −0.91  0.01451 19.52  
4.2  0.01217 0.01206 −0.90  0.01455 19.56  
4.4  0.01221 0.01209 −0.98  0.01488 21.87  
4.6  0.01224 0.01212 −0.98  0.01524 24.51  
4.8  0.01226 0.01215 −0.90  0.01557 27.00  
5.0  0.01229 0.01218 −0.90  0.01587 29.13  

   表 2  利用余弦变换及精确法计算的速度谱精度  /(m/s) 
Table 2  The accuracy of velocity spectra of cosine transform 

and exact method 

余弦变换法 精确法 
周期/s 理论值 

计算值 误差/(%) 计算值 误差/(%) 

0.2 0.04454  0.04453  −0.02  0.04576  2.74  
0.6 0.34965  0.34208  −2.17  0.34935  −0.09  
1.0 0.14023  0.13848  −1.25  0.14316  2.09  
1.4 0.12049  0.11940  −0.90  0.12160  0.92  
1.8  0.10829  0.10686  −1.32  0.10608  −2.04  
2.2  0.10043  0.09896  −1.46  0.09983  −0.60  
2.6  0.09532  0.09387  −1.52  0.09890  3.76  
3.0  0.09346  0.09140  −2.20  0.09603  2.75  
3.2  0.09285  0.09076  −2.25  0.09443  1.70  
3.4  0.09218  0.09006  −2.30  0.09374  1.69  
3.6  0.09148  0.08935  −2.33  0.09377  2.50  

(续表) 

余弦变换法 精确法 
周期/s 理论值 

计算值 误差/(%) 计算值 误差/(%) 

3.8  0.09080  0.08864  −2.38  0.09348  2.95  
4.0  0.09013  0.08797  −2.40  0.09297  3.15  
4.2  0.08950  0.08733  −2.42  0.09231  3.14  
4.4  0.08890  0.08673  −2.44  0.09156  2.99  
4.6  0.08835  0.08617  −2.47  0.09149  3.55  
4.8  0.08783  0.08580  −2.31  0.09146  4.13  
5.0  0.08742  0.08560  −2.08  0.09127  4.40  

表 3  利用余弦变换及精确法计算的加速度谱精度  /(m/s2) 
Table 3  The accuracy of accelerate spectra of cosine 

transform and exact method 

余弦变换法 精确法 
周期/s 理论值 

计算值 误差/(%) 计算值 误差/(%) 

0.2 1.08451 2.67199 146.38 1.13756 4.89 
0.6 4.15837 4.06613 −2.22 4.14797 −0.25 
1.0 1.61162 1.35981 −15.62 1.61260 0.06 
1.4 1.24120 1.19257 −3.92 1.22513 −1.29 
1.8 1.14427 1.07158 −6.35 1.15664 1.08 
2.2 1.10070 1.08276 −1.63 1.10777 0.64 
2.6 1.06659 1.04112 −2.39 1.08019 1.28 
3.0 1.05244 1.02890 −2.24 1.06186 0.90 
3.2 1.04636 1.03518 −1.07 1.05495 0.82 
3.4 1.04067 1.03013 −1.01 1.04913 0.81 
3.6 1.03554 1.02911 −0.62 1.04418 0.83 
3.8 1.03203 1.03058 −0.14 1.03995 0.77 
4.0 1.02914 1.03036 0.12 1.03629 0.69 
4.2 1.02662 1.02892 0.22 1.03312 0.63 
4.4 1.02420 1.02677 0.25 1.03035 0.60 
4.6 1.02220 1.02424 0.20 1.02792 0.56 
4.8 1.02045 1.02163 0.12 1.02629 0.57 
5.0 1.01890 1.01910 0.02 1.02478 0.58 

以上对简谐波输入条件下反应谱的计算分析

说明，从均方差上看，余弦变换法极大地提高了位

移和速度反应谱计算精度。与精确法相比，位移谱

精度提高了近 6倍，这在图 1(b)中表现的非常明显，
速度谱精度提高了近 1.5 倍。特别地，对于长周期
部分的计算结果，余弦变换法相对精确法来说具有

压倒性的优势。 

4  EI Centro地震波的反应谱 

EI Centro波是1940年5月18日美国 IMPERIAL
山谷地震(M7.1)在 EI Centro 台站记录的加速度时
程，它是广泛应用于结构试验及地震反应分析的经

典地震记录。其主要强震部分持续时间为 26s左右，
记录全部波形长为 54s，原始记录离散加速度时间
间隔为 0.02s，N-S分量、E-W 分量和 U-D 分量加
速度峰值分别为 341.7gal、210.1gal和 206.3gal。计
算中选用 N-S 分量作为地震输入，荷载持时取到
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10s，其时程曲线如图 2(a)所示。计算中阻尼系数取
为 0.05，输入荷载采样间隔 0.02t∆ = s，自振周期
间隔 0.005T∆ = s。 
图 2中所示的三类反应谱曲线，从整体上看，

两种方法得到的反应谱曲线变化趋势基本相同，这

进一步说明了用余弦变换法计算反应谱的可靠性

与正确性。

 
(a) 加速度时程曲线                                     (b) 位移谱 

 
                           (c) 速度谱                                      (d) 加速度谱 

① 余弦变换反应谱；② 精确法反应谱 

图 2  EI Centro地震波加速度时程及两种方法计算的反应谱 
Fig.2  Accelerate time interval of EI Centro and the response spectra 

5  结论 

本文从理论上推导了用余弦变换计算反应谱

的公式，利用离散余弦变换实现了反应谱的数值计

算。对简谐波输入情况下的反应谱计算表明，余弦

变换计算的反应谱与理论反应谱的拟合程度非常

高，具有很高的精度。特别是针对位移和速度反应

谱其计算结果明显优于精确法。 
从理论上说，影响余弦变换计算反应谱精度的

主要因素是略去自由振动解产生的精度问题、将非

周期的数字加速度荷载假定为一个具有有限带宽

的周期荷载的影响以及对输入荷载作离散采样时

采样间隔的影响。 
反应谱的数值计算精度关系到抗震设计是否

合理，并为地震区划、安全与保险、社会决策等提

供理论和技术上的支持；另外，对长周期反应谱的

计算，余弦变换法的精度具有明显的优势，这为长

周期结构物反应谱的计算提供了新的思路，因此本

文研究具有重要的地震工程意义。 
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