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基于等效模型的索牵引并联机器人的刚度分析 

*杜敬利，保  宏，崔传贞 
(西安电子科技大学电子装备结构教育部重点实验室，西安 710071) 

摘  要：现有索牵引并联机器人研究中，由于柔索长度较短大多将其处理成仅能受拉的直线索单元，没有考虑柔

索垂度的影响，刚度分析过程与刚性支腿并联机器人相同。为考虑垂度影响，该文采用悬链线方程建立了大跨度

柔索的静力学模型，推导出柔索的刚度矩阵。然后提出了一种刚度等效模型，将柔索等效为三根两两相互垂直的

弹簧。于是便可将索牵引并联机器人等效为弹簧支撑并联机器人，从而利用现有的刚度分析结论即可完成大跨度

索牵引机器人的刚度分析。最后，以大射电望远镜的索支撑系统为例研究了其刚度特性。 
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STIFFNESS ANALYSIS OF CABLE-DRIVEN PARALLEL 
MANIPULATORS USING EQUIVALENT MODEL 

*DU Jing-li , BAO Hong , CUI Chuan-zhen 
(Ministry of Education Key Laboratory of Electronic Equipment Structure Design, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract:  In most of the analysis of cable-driven parallel manipulators composed of relatively short cables, 
cables are treated as linear elements that can only be tensioned, and the sag effects due to their self-weight cannot 
be considered. As a result, the stiffness analysis procedure is the same as that of rigid-link parallel manipulators. 
In this paper, the static model for long-span cables is constructed using catenary equation to account for the sag 
effects, and the stiffness matrix of a cable is deduced. An equivalent model in the stiffness sense is presented, in 
which a cable can be replaced by 3 springs perpendicular to each other. Then a cable-driven parallel manipulator 
is equivalent to its relative rigid-link counterpart. The stiffness matrix of a long-span cable-driven manipulator can 
be obtained by referring to the available conclusions of the stiffness analysis. The stiffness of the cable-supporting 
system for a large radio telescope is presented as a numerical example. 
Key words:  cable-driven manipulator; stiffness analysis; catenary; stiffness equivalent; static 
 
为适应射电天文学发展的需要，我国科学家正

在筹建新一代 500m 口径大射电望远镜，其中的馈
源索支撑粗调系统由 6根百余米长的柔索拖动装有
精调机构的馈源舱体实现空间扫描运动[1―2]，是一

种典型的 6索牵引并联机器人，如图 1所示。 
索支撑系统的刚度远小于 Stewart 平台精调机

构的刚度，故前者将直接影响到馈源指向跟踪系统

的运动精度、饲服带宽以及动态响应等特性。同时，

一旦某根柔索出现松弛将会破坏整个结构的刚度

而使结构失稳，或者导致其它柔索的拉力急剧增

大。因此必须对索支撑的刚度进行研究。 
文[3]研究了无外载荷作用时 6 腿 Stewart 平台
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并联机器人的刚度分布，给出了刚度矩阵的表达式

并指出系统的扭转刚度远低于其他方向的刚度。 
文[4]给出了考虑柔索预应力刚度时索牵引并联机
器人的刚度矩阵，发现扭转刚度不足是导致系统出

现不稳定性的主要原因。文[5]研究了一种用作起重
设备的 6索牵引并联机器人的刚度特性，发现由于
柔索仅能单向受力故导致系统的横向刚度非常  
薄弱。 

 

 
图 1  索支撑 6索牵引并联机器人 

Fig.1  Cable-driven parallel manipulator with 6 cables of 
cable-supporting system 

以上研究中均将柔索处理成仅能单向受拉的

直线单元。由于柔索的张力始终大于零，此时的刚

度分析与文[3]中的原理基本相同；同时由于索力沿
索长方向，Jacobian矩阵可以直接获得。 
大射电望远镜的索支撑系统，由于柔索跨度很

大必须考虑垂度影响，需要采用悬链线方程来描述

柔索的静力学特性。文[6]发现垂度的存在会降低柔
索的刚度，从而导致索支撑系统固有频率的降低。

文[7]假设柔索处于一定的张紧状态，在此基础上对
索支撑系统的扭转刚度进行了优化。 
当考虑垂度影响时，由于索力不再沿索的弦长

方向，致使系统 Jacobian矩阵难以求解。为了克服
上述难点，本文提出了一种柔索的刚度等效模型，

可将由 m 根柔索牵引的并联机器人在刚度特性上
等效为由 3m 根弹簧支撑的并联机器人，借鉴已有
的刚度分析成果便可得到系统的刚度矩阵。最后，

在数值算例中给出了索支撑系统的刚度分布情况。 

1  弹簧支撑并联机器人的刚度分析 

对于由 n 根支腿支撑的并联机器人，设作用在
末端执行器上的外力载荷为 Q = [FT MT]T，其中 F
和M分别为作用在末端执行器上的外力和外力矩，
包括重力。当考虑支腿的轴向弹性变形时，可将支

腿等效为相应刚度的弹簧，如图 2所示。 
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图 2  弹簧支撑并联机器人 

Fig.2  Parallel manipulator supported with springs 

对于系统中的第 i (i = 1, 2, …, n)根支腿，其一
端连接到地基上的点 Bi，另一端连接到末端执行器

上的点 Ai。由末端执行器的质心 C 指向连接点 Ai

的向量记为 ci，沿支腿方向由 Ai指向 Bi的单位向量

记为 ui。设末端执行器的位姿坐标为 p = [rT ψT]T = 
[x, y, z, α, β, γ]T。记 l = [l1, l2, …, ln]T为腿长向量，其

中 li为第 i 根支腿的长度。于是，该并联机器人的
Jacobian矩阵可以表示为： 

T
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末端执行器的静平衡方程为： 
T 0+ =J τ Q                (2) 

其中，τ = [τ1, τ2, L , τn]T，τi为第 i根支腿的张力。 
为推导系统的刚度矩阵，在末端执行器上施加

载荷增量 dQ = [dFT dMT]T，则末端执行器将会产生

位移 dp = [drT dψT]T。由式(1)可知，对应的腿长改
变量为 dl = Jdp。根据虎克定律，相应的支腿张力
增量可以表示为： 

d d d= =τ Ω l ΩJ p             (3) 

其中：Ω = diag(k1, k2, L , kn)；ki = EA/li为支腿 i的
轴向刚度；E 和 A 分别为支腿的弹性模量和横截  
面积。 
根据 Jocabian矩阵的力传递性，由式(2)，支腿

张力增量 dτ 和外力载荷增量 dQ 之间应满足
Td d 0+ =J τ Q ，将式(3)代入得： 

Td d= −Q J ΩJ p              (4) 

于是，可得系统的刚度矩阵为： 
Td

d
= − =

QK J ΩJ
p

           (5) 

式(5)便是在并联机器人研究中广泛采用的系统刚
度矩阵的表达式，文[3]也采用了该式。式(5)表明系
统的刚度与支腿的轴向刚度成正比。 
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2  索牵引并联机器人的静力学分析 

由于刚度特性与静平衡状态密切相关，为此需

要首先对索牵引并联机器人进行静力学分析。 
2.1  柔索的静力学分析 
考虑长度为 L，横截面积为 A，弹性模量为 E，

单位长度重力为 w的柔索在其局部坐标系的O y z′ ′ ′

平面内处于静平衡状态，重力沿 z′轴负向，如图 3。
设索上一点 P 对应的曲线坐标为 s，相应的无应变
长度为 s0。对 P点处的柔索微段进行受力分析得： 

d
d y
yT F
s

=                    (6) 

0
d ( )
d z
zT F w s L
s

= + −          (7) 

其中 T为点 P处的柔索张力。 
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图 3  悬链线柔索的受力分析 

Fig.3  Mechanical analysis of a catenary cable 

同时，柔索的静平衡构型需要满足几何约束

(dy)2+(dz)2=(ds)2。由式(6)和式(7)解出 dy/ds和 dz/ds
后代入几何约束方程，据此可将柔索张力 T 表示为

s0的函数： 
2 2

0 0( ) ( ( ))y zT s F F w s L= + + −      (8) 

其中：Fy为柔索的水平张力，沿整个索长方向水平

张力相同；Fz为柔索末端竖直方向的张力。 
假设柔索材料满足虎克定律，即 T(s0) = 

EA(ds/ds0 −1)。注意到 dy/ds0 = (dy/ds)(ds/ds0)和
dz/ds0 = (dz/ds)(ds/ds0)，可得如下微分方程： 

2 2
0 0

d
d ( ( ))

y y

y z

F Fy
s EA F F w s L
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         (9) 
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(10) 
对式(9)和式(10)进行积分并结合相应的边界条

件可得 y(s0)和 z(s0)的表达式[6]。将 s0 = L 代入即可
得到索端节点间相对位置的表达式： 

 

c
yφ =  

1 1sinh sinhy y z z

y y

F L F F F wL
EA w F F

− −
    +

+ −            
(11) 

2

2
c z
z

F L wL
EA EA

φ = + +  

2 2 2 21 ( )y z y zF F wL F F
w

 + + − +  
      (12) 

式中， T
1 2[   ]c c c c

y zφ φ = −y y 。可以看出索端节点相对

位置 1 2( )c c−y y 是关于索端拉力 T
1 [   ]c

y zF F=f 和索

长 L的函数，记为： 

1 2 1( ,  )c c c c L− =y y Φ f           (13) 

其中 T[   ]c c c
y zφ φ=Φ 。 

由式(13)可以将索端拉力 1
cf 表示为索端节点

相对位置 1 2( )c c−y y 和索长 L的函数。引入柔索局部

坐标系相对于全局坐标系的坐标变换矩阵 B[8]。在

全局坐标系下索端拉力 f 可以表示为： 

1
c=f B f                  (14) 

2.2  索牵引并联机器人的静力学方程 
对于由 m根柔索牵引的并联机器人，柔索对末

端执行器的合力 Fe和合力矩Me可以分别表示为： 

1

m
e

i
i=

= ∑F f                 (15) 

1

m
e

i i
i=

= ×∑M c f             (16) 

系统的静平衡方程为： 
T T T[  ] 0e e + =F M Q           (17) 

式(17)是关于索长 L = [L1, L2, L , Lm]T的非线

性函数，可采用数值迭代算法进行求解[9]。 

3  索牵引机器人的刚度等效模型 

3.1  柔索的刚度等效 
本节将推导柔索的刚度矩阵，并根据刚度等效

的原则采用数根弹簧来代替单根柔索的刚度。 
对式(13)做一阶线性展开，得： 

1 2 1
1

( )
c

c c c
c

∂
∆ − = ∆

∂
Φy y f
f

          (18) 

式中，导数 1/c c∂ ∂Φ f 的具体表达式可见文献[10]。 

考虑到柔索与地基相连的一端 2
cy 位置固定不

动，即 2 0c∆ =y ，由式(18)可得： 
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1

1 1 1
1

c
c c c

yzc

−
 ∂

∆ = ∆ = ∆ ∂ 

Φf y k y
f

       (19) 

式中：kyz即为柔索的面内刚度矩阵； 1
c∆y =[Δy1 Δz1]T

为柔索末端的面内位移； 1
c∆f = [ΔFy ΔFz]T。 

当在柔索末端施加位移 δ = [Δx1 Δy1 Δz1]T时，

由材料力学知识可知，产生的柔索张力增量是面外

位移 Δx1的二阶小量
[11]。因此，面外索端拉力增量

ΔFx仅为柔索水平张力 Fy沿 x′方向的分量，有： 

1 1/ c
x y y xF F x k xφ∆ = ∆ = ∆         (20) 

由式(20)可知，ΔFx与位移 Δy1和 Δz1无关，这

表明柔索的面外刚度与面内刚度之间相互独立。 
根据结构刚度矩阵的性质，或参考文献[8]可知，

柔索的面内刚度矩阵 kyz 为一正定实对称矩阵，记

为： 

1 2

2 4
yz

k k
k k

 
=  

 
k              (21) 

矩阵 kyz的特征方程为： 
2

1 4 2| | ( )( ) 0yz k k kλ λ λ− = − − − =I k   (22) 

由于 kyz正定，且 k2 ≠ 0，结合式(22)可知 kyz的

两个特征值 λ1和 λ2满足 λ1 > 0, λ2 > 0, 且 λ1 ≠ λ2。 
对于实对称矩阵有如下定理： 

定理 1.  设 λ1 和 λ2 是实对称矩阵 A 的两个特征   
值，v1和 v2是对应的特征向量，若 λ1 ≠ λ2则 v1与 v2

正交。 
定理 2.  对于 r 阶实对称矩阵 A必有正交矩阵 T 使

得 T 
–1AT =Λ，其中Λ是以 A的 r个特征值为对角

元素的对角阵。 
对于柔索的面内刚度矩阵 kyz，设与 λ1和 λ2对应

的单位特征向量分别为 v1和 v2，于是由特征向量构

成的正交矩阵 T = [v1 v2]，满足： 
1

yz
− =T k Τ Λ              (23) 

其中，Λ=diag(λ1, λ2)。易知 TTT = I，故 T为正交阵。 
在柔索末端点处，索平面内建立坐标系

Oexeyeze，其中 ye
 轴与 y′轴之间的夹角为 θ。在局部

坐标系的 ye轴和 ze轴方向分别施加轴向刚度为 ky = 
λ1和 kz = λ2的弹簧，见图 4。存在适当的角度 θ使
得该弹簧系统的面内刚度与柔索的面内刚度相等，

下面进行证明。 
易知，在柔索坐标系O x y z′ ′ ′ ′下弹簧系统的面内

刚度矩阵为： 
–1

s =k RΛR                (24) 

其中
cos sin
sin    cos

θ θ
θ θ

− 
=  

 
R 。对比式(23)可知当 R = T

时有 ks = kyz，据此便可确定出角度 θ。这样柔索的
刚度矩阵可以表示为 k = diag(kx, kyz)。 

于是，单根柔索可以等效为 3根两两相互垂直
的弹簧，分别沿局部坐标系 Oexeyeze的三个坐标轴

方向，其刚度分别为 kx、ky和 kz。 

s
1x

s
2x

θ

 

图 4  柔索面内刚度的等效模型 
Fig.4  Equivalent model of in-plane stiffness of a cable 

3.2  索牵引并联机器人的刚度等效 
这样，由 m根柔索牵引的并联机器人可以等效

为由 3m根弹簧支撑的并联机器人，如图 5所示。 

 

图 5  索牵引并联机器人的刚度等效模型 
Fig.5  Stiffness equivalent model of a cable-driven parallel 

manipulator 

对于第 i根柔索，设其 3根等效弹簧的刚度分
别为 kxi、kyi和 kzi，沿弹簧方向的单位向量分别为  
txi、tyi和 tzi。于是等效模型的 Jocabian矩阵为： 

1 1 1 2 2T

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

x y z x y

x y z x y


=  × × × × ×

t t t t t
J

c t c t c t c t c t
 

2

2 2 6 3

z x m y m z m

z m x m m y m m z m m×


× × × × 

t t t t
c t c t c t c t

L
L

(25) 

对应的由弹簧轴向刚度构成的方阵为： 
Ω = diag(kx1, ky1, kz1, kx2, ky2, kz2,…, kxm, kym, kzm) (26) 
由式(5)可知索牵引并联机器人的刚度矩阵为

K = JTΩJ。 

4  数值算例 

大射电望远镜的索支撑系统中，6 个索塔分布
在半径为 12.5m 的正六边形的顶点上，高度均为
21m。柔索的单位长度重量 w = 1.37N/m，弹性模量

Am 柔索 m 
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E = 210GPa，横截面积 A = 8.539×10−5m2。全局坐标

系的原点位于正六边形的中心，x 轴通过六边形的
一个顶点，z 轴竖直向上，为整个系统的对称轴。
在末端执行器的底面中心处建立局部坐标系，柔索

与末端执行器相连的 6 个点分为上下两层，下层 3
个连接点均布在直径为 1.2m 的分布圆上，该圆位
于末端执行器局部坐标系的 xy平面上；上层 3个连
接点均布在直径为 0.4m，在局部坐标系中 z坐标为
0.5m的圆上。末端执行器质量为 120kg，质心位于
局部坐标系的 z轴上，z坐标为 0.3m。上下两层索
连接点之间错开 70°角。 
4.1  单点处的刚度矩阵 
当末端执行器处于点 p = [1.0m, 0.0m, 12.47m, 

0.0°, –3.90°, 177.96°]T 时系统的刚度矩阵为： 
51.0= ×K  

2.452 0.000 0.023 0.002 0.307 0.000
0.000 2.462 0.000 0.255 0.000 0.001

0.023 0.000 0.560 0.000 0.026 0.002
0.002 0.255 0.000 0.270 0.000 0.019

0.307 0.000 0.026 0.000 0.326 0.001
0.000 0.001 0.002 0.019 0.001 0.018

− − −
− − − −

− −
− − −

− −
− −





 
 
 
 
 
 

 

刚度矩阵的特征值 λ=[2.496, 2.491, 0.561, 
0.280, 0.242, 0.016]×1.05，其中最小特征值对应的特

征向量为 v1 = [0.000, –0.001, 0.003, 0.002, –0.081, 
0.997]T。这表明绕末端执行器局部坐标系 z轴的扭
转刚度最为薄弱，与文[3―4]中的结论相同。绕局
部坐标系 z轴的扭转刚度比绕其他两个方向的扭转
刚度低一个数量级。 
该点处系统的刚度矩阵为一对角占优阵，平动

刚度和转动刚度耦合不大。随着末端执行器姿态角

度的增大，刚度矩阵不再是一对角占优阵，平动刚

度与转动刚度之间相互耦合。 
4.2  工作空间内的刚度分布 
索支撑系统的工作空间为一球冠面，球心和球

面顶点均位于 z轴上，可以表示为： 
x = r cosφ,  y = r sinφ,  z = h – ( R2 – x2 – y2 )1/2 

其中：r∈[0 m 10 m]；φ∈[0° 360°]；h = 31.1m；R = 
18.7m。由于采用点馈源，要求末端执行器在运行
过程中其中轴始终指向点 S(0, 0, 31.1)m，同时结合
6根索的拉力尽量均匀来确定末端执行器的姿态[9]。 
将刚度矩阵的特征值作为刚度的评价标准，在

工作空间内取不同的半径 r，计算在相应圆周上系

统的刚度矩阵。刚度矩阵的特征值与角度 φ之间的
关系如图 6所示，其中 r1, r2,L , r5分别与 r = 2m,  
4m, 6m, 8m, 10m相对应。 
可以看出，当半径 r较小时刚度矩阵的特征值

随角度 φ变化不大；当半径 r增大时，特征值随角
度 φ的改变而迅速变化，刚度均匀性变差。随着半
径 r的增大，第一特征值单调递增，第二特征值和
第四特征值先增大后减小，第三特征值和第五特征

值单调递减，而第六特征值变化不大。特征值的变

化趋势与柔索的受力状态有关，总体上，随着半径

的增大，末端执行器的高度也在增大，柔索竖直方

向的投影变小导致柔索张力增大，从而使第一特征

值增大，但其受力状态变差，随着角度 φ的改变各
索张力变化范围迅速增大，使得刚度呈现出如图 6
所示的变化趋势。 
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图 6  工作空间内的刚度分布 
Fig.6  Stiffness distribution within the workspace 

5  结束语 

本文采用刚度等效的方法导出了索牵引并联

机器人刚度矩阵。文中首先推导了悬链线柔索的刚

度矩阵，并将其等效为三根两两相互垂直的弹簧。

然后建立了索牵引并联机器人的弹簧支撑等效模

型，在此基础上得到了系统刚度矩阵。 
系统的刚度与柔索的轴向刚度及柔索在末端

执行器上的连接点位置有关，同时也与柔索张力密

切相关。提高柔索张力是增加系统刚度的有效途径

之一。分析结果表明系统沿各个方向的刚度差别很

大。如何选择合适的结构参数来提高系统的刚度需

要做进一步的研究。 
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