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摘  要：针对受俯仰激励作用的圆柱形贮箱中液体非线性晃动，用变分原理建立了液体晃动的压力体积分形式的

Lagrange 函数；并将速度势函数在自由液面处作波高函数的级数展开，从而导出自由液面运动学和动力学边界条

件非线性方程组；最后用四阶 Runge-Kutta 法求解非线性方程组。计算发现，在一定的激励频率内面外主模态和

次生模态发生同步 Hopf 分叉，并给出了发生分叉的频率区域。 
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Abstract:  Under pitching excitation, the Lagrange equation for nonlinear sloshing of liquid in circle cylindrical 

tank by variational principle in the form of volume integration of pressure is developed. Then the velocity 

potential function is expanded in series by wave height function at the free surface. The nonlinear equations with 

kinematical and dynamic free surface boundary conditions are derived. At last, these equations are solved by the 

fourth order Runge-Kutta method. Through numerical simulation, synchronous Hopf bifurcation of the primary 

and the secondary nonplanar sloshing modes is observed, and the region of frequency is given. 

Key words:  circle cylindrical tank; nonlinear sloshing; synchronous Hopf bifurcation; Lagrange function; 
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航天器贮箱中的液体晃动是一个复杂的流体

动力学过程。目前研究液体非线性晃动的数值模拟

方法包括标记网格(MAC)法、流体体积(VOF)法、

浮标接力法、有限元法、ALE 有限元法、边界元法

等等[1,2]，虽然数值模拟技术能较好的弥补实验时间

短、外载条件实现困难、初始条件不易保证、测量

记录判断困难等的不足，但是解析方法对于液体晃

动各类非线性动力学现象的发现、理解、归纳整理

具有其他方法难以取代的作用。运用解析方法研究

液体非线性晃动的关键在于：对液体晃动的微分描

述或者变分描述进行离散化处理时，巧妙而又适当

地引入非线性项，从而建立起足以反映液体大幅晃
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动主要矛盾的离散化非线性动力学方程组[3~5]。 

规则容器中液体晃动的线性化理论以发展得

相当完善并应用于工程实际中、非线性也得到了较

大的发展，并发现了一些重要的现象：Hutton
[6]首

先用摄动法研究了圆柱形贮箱受横向激励时液体

晃动的稳态特性和稳定区间，并通过试验进行验

证；后来 Komatsu
[5]用多尺度法研究了水平激励时

任意形状贮箱中液体的非线性晃动；随后苟兴宇[7]、

尹立中[8]将其推广到圆柱贮箱液固耦合系统和横向

激励的非线性晃动中，发现了同步 Hopf 分叉现象,

同时还总结了常重力液体晃动和液固耦合系统研

究的现状[9]；而 Snyder
[10]综述了微重力环境下液体

的晃动特性。 

本文用变分原理建立了液体晃动的压力体积

分形式的 Lagrange 函数；并将速度势函数在自由液

面处作波高函数的级数展开，从而导出自由液面运

动学和动力学边界条件非线性方程组，并用

Runge_Kutta 法求解非线性方程组，计算结果表明，

在俯仰激励作用下，面外主模态和次生模态同样发

生同步 Hopf 分叉现象，并求得发生 Hopf 分叉的频

率域。 

1  动力学模型 

假定圆柱贮箱的半径为 a ，内充深度为 h的无

旋、不可压缩液体，如图 1。只考虑贮箱绕 y 轴作

俯仰运动的情形，以转动中心为坐标原点建立惯 
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图 1  贮箱模型和坐标系 

Fig.1  A tank model and the coordinate system 

 

性坐标系 XYZO  以及随贮箱运动的固联坐标系

xyzo  ，此时， erfz  )( 为自由静液面，其中 e

为常重力下转动中心到静液面的距离， )( tr ，， 为

波高函数。 

贮箱的运动规律： 

ta e sin0                (1) 

其中： a 为贮箱的偏转角度， 0 为幅值， e 为转

动角速度。 

根据位势理论，得到描述液体晃动的动力学边

值问题： 
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式中 为速度势函数，V 为液体体积， 为贮箱

偏转角速度。 

1.1  变分原理 

将 Luke
[11]所提出的驻定压力原理推广，使其适

用于液体受迫响应。将 Lagrange 函数表示为液体压

力的体积分形式。由变分原理得到： 
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其中： ),,,( tzr  和 ),,( tr  在时间 1
t 和 2

t 时刻有

0 ， 0 。对上述 Lagrange 函数变分可以

得到方程(2)~方程(6)。 

1.2  液体的非线性晃动 

在 Komatsu 思想[5]的启发下，将液体的压力体

积分形式的 Lagrange 函数进行积分，首先对式(8)

中 t / 相对于 z 进行积分，则有： 
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将式(9)中各项在自由表面处作 的幂级数展

开，并保留到四阶，方程(9)变为： 
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其中 0
S 为圆柱形贮箱的水平截面。由此可见，在自

由表面
f

S 的积分已经转化为在水平静液面 0
S 的积

分。 

将速度势函数 和波高函数 表示为如下特

征函数的和： 


n
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n
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其中 0 考虑非均匀边界条件，求解线性化方程

(2)~方程(6)，可得到 0 ： 
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将 ),,,( tzr  和 ),,( tr  的表达式代入方程

(10)中进行积分， L最后表示为： 
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其中“·”表示对时间的导数， iW ， ijX ， ijY ，
ijk

Z ，
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可由线性特征函数计算求得，限于篇幅，在此没有

给出表达式。将得到的 Lagrange 函数 L代入到变分

方程中，可以导出下面的非线性耦合常微分方程

组： 
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方程(15)给出了自由表面的运动学和动力学边界条

件。 

2  非线性晃动方程组的求解 

下面采用四阶 Runge-Kutta 法来研究动力学微

分方程组(15)。首先将其写成标准的状态空间格式，

即 

}{}]{[ FxM               (16) 

式中 nnM 22][  为非线性耦合系数的时变阵，它是速

度势广义坐标、波高函数广义坐标的函数。 

},,,,,,,{}{ 2121 nn bbbaaax         (17) 

为系统的广义速度向量。 12}{ nF 是将动力学方程剩

余项移到等号右端所得到的函数，同样是速度势广

义坐标、波高函数广义坐标和时间的函数。 

2.1  基底选取 

圆柱形贮箱受到横向激励时，液体晃动只选择

与外激励势场不正交的反对称模态。当外激励频率

落在晃动特征频谱的低频段时，主要激发低阶晃动

模态，工程中取一阶为主，但实验表明，如只保留

一阶反对称晃动及其高阶项来描述圆柱贮箱中液

体的非线性晃动，则理论预示结果与实验不符，因

此需要在理论模型中保留次阶晃动模态，本文取保

留模态的最高阶数为 5，保留模态的名称、贡献量



 工    程    力    学 75 

 

级及构成见表 1。 

表 1  非线性晃动的假定模态 

Table 1  Assumed mode shapes of the nonlinear sloshing 

阶数 名称 量级 n  

1 面内主模态    cos)( 1111 rJA  

2 面外主模态    sin)( 1112 rJA  

3 轴对称次生模态 
2  )( 0103 rJA   

4 面内次生模态 
2   2cos)( 2124 rJA  

5 面外次生模态 
2   2sin)( 2125 rJA  

2.2  算例及分析 

圆柱贮箱半径 a 为 0.5m，充水深度 h为 0.5m，

转心到液面距离 e为 0.3m， 80.9g 。图中计算液

体波高响应是在 ar  ， 0 处。积分步长取 0.02s，

均在面外晃动自由度初始条件中施加小扰动

0001.020 b ，这相当于给面外主导模态一个初始

位置，是合理的，大量计算结果表明，对面外主导

模态或次模态坐标或两者同时进行扰动并不影响

计算结果。结果如下： 

第 1 组算例：外激励 )π2sin(0 tfAA ee  ，外激

励幅值 rad3.00 A ，频率 Hz91.0ef ，时间历程

如图 3。 
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(e) 面外次生模态 (f) 液体波高 

图 3  各自由度、波高的时间历程 

Fig.3  Time history of each DOF as well as wave height 

第 2 组算例：外激励形式和幅值均保持不变，

外激励频率变为 Hz98.0 ，时间历程如图 4。 
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(e) 面外次生模态 (f) 液体波高 

图 4  各自由度、波高的时间历程 

Fig.4  Time history of each DOF as well as wave height 

计算结果分析： 

(1) 由图 3(f)和图 4(f)可见，液体波高响应均表

现出显著的非线性特征，波峰值明显大于波谷值，

即零点漂移现象；其原因是非线性作用下，液体波

高次生模态的稳态响应都相对于零点有一个偏移，

导致液体波高响应出现零点漂移现象； 

(2) 由图 3(b)，图 3(e)和图 4(b)，图 4(e)可见，

在外激励频率由 0.91Hz 增加到 0.98Hz，面外主模

态和面外次生模态由收敛转变为发散，最终过渡成

一定幅值的周期运动，即同步 Hopf 分叉现象[7]；同

时导致其它模态和波高的幅值发生显著性变化。对

系统只进行俯仰激励，液体却出现垂直于俯仰激励

平面的非平面运动，这是平行于及垂直于俯仰激励

平面的液体晃动模态之间非线性耦合的结果，而这

种耦合作用是通过自由表面波进行的。 

2.3  频率分叉域 

因为系统耦合频率，液体各阶晃动频率等特征

频率点较多，发生超、次谐波共振、组合共振及内

共振等的可能性较大，因此在每一个激励频率点均

要采用滤波等方式从时间历程中提取相应的稳态

响应幅值。采用 Fourier 级数法较为简单。 

在区间 ，[ ]nT 上的时间历程 )(tf ，其复
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Fourier 系数： 







nT
nTtiv

n ttf
nT

c k





de)(

1 )2(
      (18) 

相应于第 k 个激励频率点 kx vv  的稳态幅值为

||2 nc ，其 kvT /π2 为采用周期。采样周期数 n越

大，所求得的幅值越准确，取 32n 。 

图 5 给出了带小扰动零初始条件下面外晃动两

个自由度的幅频曲线，图中次阶模态晃动在外激励

频率下的幅值较主导模态小几个量级，这是因为次

阶模态晃动以高频分量为主。图 5 清楚地表明，在

稳态解中面外两个自由度晃动的出现与消失是同

步的。 
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图 5  面外模态同步 Hopf 频率分叉域 

Fig.5  Synchronous Hopf bifurcation region of the nonplanar 

mode 

从图 5 可见，在外激励幅值恒为 0.3 rad的情况

下，外激励频率由小到大穿过 005.0945.0  Hz 范围

中某一点时，圆柱贮箱中液体面外模态的晃动发生

了超临界的同步 Hopf 分叉，当穿过 2 0 0.1  

005.0 Hz 范围中某一点时，则发生亚临界的同步

Hopf 分叉。 

3  结论 

从理论分析和数值计算结果来看，液体非线性

晃动问题蕴含着极为丰富的非线性现象。当激励的

频率较小时，液体晃动呈现出周期运动，面外运动

模态随时间而逐渐趋向于零；当激励的频率逐渐增

大并越过某一临界值后，系统特性发生显著性变

化，即面外主、次模态同时发生 Hopf 分叉。分析

表 1 不难意识到，同步 Hopf 分叉现象实际上是各

模态之间复杂非线性耦合关系的结果。由于面内面

外运动的分野是由正弦函数、余弦函数两类环向模

部来标识的，因此我们还可以进一步推测，任何轴

对称贮液箱在仅受面内激励时，其中液体无旋晃动

的面外各自由度均可能发生同步 Hopf 分叉现象。 

经大量计算表明，在外激励幅值固定情况下，

外激励频率是系统的分叉参数。实际上，当外激励

频率固定在一阶特征频率附近时，外激励幅值由小

到大变化，面外晃动各自由度亦会发生超临界的同

步 Hopf 分叉现象。 
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