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旋转层合圆板的行波动力学特性分析 
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(兰州大学土木工程与力学学院，兰州 730000) 

摘  要：基于一阶剪切变形理论和哈密顿原理，建立了旋转层合圆板动力学运动方程和相应的边界条件。运用伽

辽金法对旋转层合圆板横向振动的行波动力学特性进行了模拟，给出了其前行波、后行波振动频率随层合圆板铺

层几何特征、材料参数、旋转速度等的变化规律，并对旋转层合圆板几何和材料参数对其动力失稳临界转速的影

响进行了讨论。 
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中图分类号：O327    文献标识码：A 

ANALYSIS ON DYNAMIC CHARACTERISTICS OF TRAVELING  
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Abstract:  Based on the first order shear deformation theory and Hamiltonian principle, the governing equations 

and boundary conditions of rotating multi-layer annular plate were derived. The analysis on dynamic 

characteristics of traveling waves for the rotating multi-layer annular plate is presented in this paper by means of 

Galerkin method. The frequencies of the forward and backward traveling waves for the rotating plate depend upon 

the rotating speed, and the geometrical and material parameters of the plate are obtained numerically. The effects 

of geometrical and material parameters on the critical speed of the rotating multi-layer annular plate instability are 

discussed in detail. 
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高速旋转结构作为许多旋转机械的核心部件，

在机械、电机、计算机数据存贮设备、高速切割仪

器与设备以及航空、航天等现代高科技领域中被广

泛使用。Lamb 和 Southwell
[1―2]最早对中心夹紧旋

转圆盘的行波动力学进行了分析，并考虑了离心力

和弯曲应力对圆盘振动的影响，之后出现了一些针

对旋转的梁、板、壳等结构的自由振动特性研    

究[3―5]。复合材料结构由于具有一定的可控制特性，

如可通过改变和设计材料铺层，纤维增强基体的铺

设方向或铺层数目达到对结构某些力学性能的改

进和提高而备受应用领域的广泛关注[6―7]。较早对旋

转复合材料层合圆板动力特性开展研究的是 Lee 和

Waas
[8―9]，他们基于 zig-zag 理论描述复合材料层合

圆板的形变特性以及采用四节点扇形有限单元模型

和状态空间方法，对摩擦载荷作用下的层合圆板振

动频率进行了分析，以及对加速旋转层合圆板的瞬

态动力响应、层合圆板对称或反对称铺层方式等对

横向振动响应的影响进行了有限元分析。采用广义

伽辽金法或有限元方法对复合材料层合壳、叶片、

梁的振动特性和稳定性方面近年来也有一些研究开
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展[10―13]。然而基于有限元数值计算方法进行分析时

往往对旋转结构的前行波、后行波频率以及模态不

能很好识别，此外现有的工作也很少有就铺层几何

特征、材料参数等对于旋转层合板的前行波、后行

波频率以及临界转速的影响给出系统的定量结果。 

本文对中心夹支外边简支的旋转层合圆板的

行波动力学行为建立了旋转层合圆板的运动方程

和相应的边界条件。运用伽辽金方法对旋转层合圆

板横向振动的行波动力学特性进行了模拟，给出了

其旋转状态下前行波、后行波振动频率随层合圆板

铺层几何特征、材料参数、旋转速度等的变化规律，

并对旋转层合圆板几何和材料参数，及其考虑材料

阻尼效应等对其动力失稳临界转速的影响进行了

讨论。 

1  基本方程 

考虑如图 1 所示，层数为 S 的一对称铺设层合

圆板，其内半径、外半径分别为 ir 和 or ，以恒定转

速Ω绕中心轴旋转。 

 

图 1  旋转层合圆板示意图 

Fig.1  Sketch of a rotating multi-layer annular plate 

对于中厚板和层合板已有相关的变形理论[14]，

其中，一阶剪切变形理论由于其形式简单可适用

于薄板到中厚板而应用广泛。这里采用一阶剪切

变形理论，在极坐标系 ( , , )r z 下板内的位移场表

示如下： 
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其中： 0u 为层合板中面径向位移； 1 1u v、 分别为板

中面法线在 r z 和 z 平面内的角位移。相应的板内

应变可表示为： 
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这里层合圆板为各向同性的材料并采用线性本构

关系，圆板第 s 层的应力为： 
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其中，弹性系数： 
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5/ 6  为剪切修正系数； ( ) ( ) ( ) ( )s s s sh E 、 、 、 和

( )sG 分别为圆板第 s 层的厚度、密度、弹性模量、

泊松比和剪切模量。 

对于旋转层合圆板，其板内的速度场可表   

示为： 

0
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这里忽略了高阶项而只取速度的线性部分，其中

r ze e e、 、 分别表示 r 方向、 方向、z 方向的单位

向量，从而，层合圆板第 s 层内的动能 ( )sK 可表示

为： 
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层合板第 s 层板的应变能 ( )sU 和内力功 ( )sW 不难

表示如下： 
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进而层合板内总的应变能、动能、内力功表示为： 
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为分析方便起见，引入如下的无量纲变量： 
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 为层合板的总厚度。在以下的分

析中，在不至于造成表述上的混乱以及为了书写上

的简便起见，将各无量纲变量上面的横线符号   

去掉。 

由哈密顿原理： 
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可得旋转层合圆板无量纲形式的基本控制方程： 
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考虑层合圆板在内边界 ir r 处固定并夹紧，在

外边界 or r 处滑动固定的支撑情况，则相应边界

条件的无量纲形式为： 
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其中：
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表示第 s 层板的抗弯 (扭 )刚度；
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 表示层合板的抗弯(扭)刚度； sZ 为第 s 层板

上表面的 z 坐标。 

2  求解过程 

对于旋转层合圆板的行波动力问题解，可假定

位移函数如下形式：  
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式中：是复频率，其实部 Re
 
( )表示层合圆板的

振动频率，虚部 Im ( )表示层合圆板的振动阻尼；

M 、 L 表示无穷级数求和的截断项数目； 0
rlC 、 

1
rmnC 、 1

mn wmnC C 、 为待定系数并取如下形式： 

  
0 1( ) ( ) ( )l

rl rlV r r k r d   ，          

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)m
rmn mn mnV r V r W r r k r

      (17) 

这里 ( , )m n 分别是圆板振动模态的节圆数和节径

数，显然上面的式子满足了内外边界的条件(14)以

及条件(15)后 3 个方程。式(17)中待定常数 rld 可通

过边界条件(15)中的第 1 式确定，即： 
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将式(16)中的第 1 式代入方程式(10)，并与 
0
ˆ

ˆ( ) ( 0,1, , ) 
rl

V r l L  进行内积运算，可得如下关于

系数 0
rlC 的矩阵方程： 

[ ] [ ] [ ]L A C D             (19) 

其中： 0 0 0 T
0 1[ ] [        ]L r r rLC C CC  ；[ ]A 和[ ]D 分别

是 ( 1)L  ( 1)L  的矩阵和 ( 1)L  的列阵，其元素

见附录。由式(19)可求得系数[ ]LC ，进而得函数 0u 的

表达式。另外将式(16)代入方程式(11)―方程式(13),

分 别 与 1 i( )
ˆ ( )e n t

rmnV r    ， 1 i(π/2 )
ˆ ( )e n t
mnV r  


   ，

i( )
ˆ ( )e n t
mnW r   

ˆ( 0,1, , )m M  进行内积运算。由此

可得关于系数 wmnC 的矩阵方程： 

2{[ ] [ ] [ ]}[ ] [ ]   M N Q C 0      (20) 

其中： T
0 1[ ] [ ]w w wMC C C C ；[ ], [ ], [ ]M N Q

为 ( 1)M  ( 1)M  的矩阵，其元素见附录。显然方

程式(20)有零解，其非零解条件即为方程系数矩阵

的行列式值为零，由此可得如下的特征方程： 
2det{[ ] [ ] [ ]} 0   M N Q        (21) 

对于任一节径数 n，求解此特征方程可得到 ( 1)M 

对特征值。在每一对的两个特征值中，一个与沿着

圆板旋转方向的前行波(FTW)相关，表示为 FTW ，

另一个与沿着圆板旋转方向相反的后行波(BTW)相

关，表示为 BTW 。特征值的实部 Re ( )为圆板振

动(前行波、后行波)的模态频率，虚部 Im( )为圆

板振动(前行波、后行波)的阻尼。 

3  算例与讨论 

首先，为了验证本文数值算法的正确性和精

度，取层合圆板的层数 1S  ，即退化到单层情形，

对其在非旋转状态 ( 0 rpm)Ω  以及旋转状态速度

1000 rpmΩ  时的振动频率进行了数值模拟并与

文献[15]中的单层结果进行了对比。结果显示：截

断项分别取 5L  和 5M  时所得圆板的各模态  

(m, n)振动频率结果已经与文献[15]中的数值结果

极为接近，误差在 5%之内。 

作为算例，利用前面建立的模型与数值方法我

们对层合圆板铺层几何特征、材料参数、旋转速度

等对其行波动力学特性的影响进行分析。以 3 层旋

转层合圆板为例，取第 1 层、第 3 层圆板为钢质材

料(材料 ：弹性模量为 200GPa，泊松比为 0.3，密

度为 7840kg/m
3
)，且两层具有相同的厚度 h

(1)
=h

(3)；

第 2 层为铜质材料(材料 ：弹性模量为 110GPa，

泊松比为 0.34，密度为 8940kg/m
3
)。 

图 2 给出了层合圆板不同转速所对应的前行

波、后行波频率。计算中取层合圆板的内半径 ri = 

30mm 和外半径 ro =120mm，总厚度 h = 0.3mm，第

2 层板厚度与层合板总厚度之比取为 p = h
(2)

/h=0.4。

对于前行波，随着旋转速度的增加，各模态频率亦

随之增大(如图 2(a))，这是由于转速的增加使得层

合圆板内离心体力增加并相应增大了板的刚度。对

于后行波，除了低阶模态(0,0)、(0,1)、(0,2)外，其

高阶模态频率( 3n … )随着转速的增大先降低到零

值，此时旋转圆板发生动力屈曲失稳，所对应的转

速称为临界转速，之后频率进一步增大(如图 2(b))。 
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(b) 后行波 

图 2  层合圆板前行波、后行波频率随转速变化 

Fig.2  FTW and BTW mode frequencies varying with rotating 

speed 

图 3―图 5 给出了旋转层合圆板几何参数对其

频率和临界转速的影响。图 3 为前行波、后行波频

率随厚度比 p 的变化，计算中所取的圆板内半径、

外半径，总厚度与图 2 中的相同。对于前行波(图

3(a))，随着厚度比的增加，层合圆板弯曲刚度减小

各模态频率随之减小；对于后行波(图3(b))，随着厚

度比的增大，其后行波频率亦随之减小。这里计算 
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(b) 后行波 

图 3  层合圆板前行波、后行波频率随厚度比变化
( rpm2000Ω ) 

Fig.3  FTW and BTW mode frequencies varying with 

thickness ratio ( rpm2000Ω ) 
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图 4  层合圆板前行波、后行波频率随半径比变化
( rpm2000Ω ) 

Fig.4  FTW and BTW mode frequencies varying with radii 

ratio ( rpm2000Ω ) 
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(b) 临界转速随半径比 

图 5  层合圆板临界转速随几何参数的变化关系 

Fig.5  Critical speeds varying with geometrical parameters 

中所取的转速 =2000rpm ，低于层合圆板的临界

转速。图 4 为厚度比 =0.4p 情形下的内外半径比

ro/ri 对旋转圆板前、后行波频率的影响。对于前行

波(图4(a))，圆板各模态频率随着半径比的增大而减

小并趋向于平缓，这是由于半径比的增大使得圆板

的弯曲刚度减小因而频率有所降低；而对于后行波

(图4(b))，圆板各阶模态频率随着半径比的增大先

减小到零值，之后增大。这里出现的圆板某些后

行波模态频率降为零的情形，是由于计算中所选

取的转速  
=

 
2000rpm，恰好对应于圆板某些半径

比下的临界转速。例如：在此转速下内外半径比

ro/ri= 20圆板(0, 3)模态达到临界转速；半径比 ro /ri
 
= 

11 圆板(0, 4)模态达到临界转速等。图 5 给出了层合

圆板的几何参数对动力失稳临界转速的影响关
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厚度比的增大，临界转速逐渐减小。图 5(b)给出了

厚度比 p=0.4 时圆板内外半径比 ro /ri对临界转速的

影响，由图 5(b)中可以看出：随着半径比的增大，

临界转速在减小。这是由于半径比的增大，其实质
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上是降低了圆板的弯曲刚度，使圆板固有频率减

小，临界转速也减小。 

最后考虑材料阻尼效应情况。这里仍然以 3 层

旋转层合圆板为例，层合板第 1 层、第 3 层选取为材

料  ，且厚度相同 (1) (3)=h h ；第 2 层选取为材料 。

材料 的复模量为 E
(1) 

=E
(3) 

=E1(1+iη1)，材料 的复

模量为 E
(2) 

= E2(1+iη2)。这里 E1、E2为存储模量，η1、

η2 为损耗因子。临界转速cr随层合圆板厚度比 p 的

变化与不考虑阻尼效应的结果类似(如图 5(a))。图 6

给出了材料  与材料 的存储模量比 E1/E2 的变化

对临界转速cr的影响。计算中取层合圆板内半径、

外半径分别为 ri =30mm 和 ro =120mm，总厚度 h = 

0.3mm，厚度比 p = 0.4。材料  和材料 的损耗因

子分别为 η1=0.03、η2 =0.0005。存储模量 E2 =100GPa

取为定值。由图 6 可以看出，随着存储模量比的增

大，临界转速逐渐增大。这主要是由于存储模量比

的增大增强了圆板弯曲刚度，相应地提高了旋转层

合板的临界转速。 
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图 6  旋转层合圆板存储模量比对临界转速的影响 

Fig.6  Critical speeds varying with module ratio 

表 1 为材料  与材料 的损耗因子比 F = η1/η2

对临界转速cr的影响，计算中分别取 E1 = 200GPa，

E2 =100GPa，η2 = 0.0005 为定值。表 1 中给出了 3

种模态(m
 
= 0，n

 
= 3, n =

 
4, n =

 
5)所对应的临界转速

随损耗因子比 F 的变化，可以看出临界转速随着损

耗因子比的增大有所提高。这主要是由于随着损耗

因子比的增大，增大了层合圆板的整体阻尼，从而

提高了其临界转速。表 2 为损耗因子比 F 的变化对 

表 1  临界转速随损耗因子比 F 的变化 

Table 1  Critical speeds varying with loss factor ratio F of 

rotating multi-layer annular plate 

模态 

(m, n) 

临界转速/rpm 

F =80 F =100 F =120 F =140 F =160 F =180 

(0, 3) 

(0, 4) 

(0, 5) 

26536 

12945 

10345 

26552 

12949 

10347 

26572 

12953 

10350 

26596 

12959 

10353 

26624 

12966 

10357 

26655 

12973 

10362 

表 2  前行波、后行波振动频率随损耗因子比 F 的变化
( 2000rpmΩ  ) 

Table 2  FTW and BTW mode frequencies varying with loss 

factor ratio F ( 2000rpmΩ  ) 

模态 

(m, n) 

振动频率/Hz 

F = 80 F =100 F =120 F =140 F =160 F =180 

(0,0) FTW 205.73 205.75 205.78 205.81 205.84 205.88 

BTW 205.73 205.75 205.78 205.81 205.84 205.88 

(0,1) FTW 248.95 248.97 249.00 249.03 249.06 249.10 

BTW 182.28 182.30 182.33 182.36 182.40 182.44 

(0,2) FTW 313.72 313.75 313.78 313.81 313.85 313.90 

BTW 180.39 180.42 180.45 180.48 180.52 180.57 

(0,3) FTW 402.74 402.77 402.81 402.85 402.90 402.95 

BTW 202.74 202.77 202.81 202.85 202.90 202.95 

(0,4) FTW 515.20 515.24 515.28 515.34 515.40 515.47 

BTW 248.53 248.57 248.61 248.67 248.73 248.80 

(0,5) FTW 647.24 647.28 647.34 647.41 647.49 647.58 

BTW 313.90 313.95 314.01 314.08 314.16 314.25 

前行波、后行波振动频率的影响。表 2 中给出了层

合圆板的多阶振动模态的前行波、后行波振动频率

随损耗因子比 F 的变化。可以看出各阶前行波、后

行波模态频率随损耗因子比 F 的增大略有增加，但

不甚显著。 

4  结论 

基于一阶剪切变形理论和应用哈密顿原理，本

文推导了旋转层合圆板的横向振动控制方程以及

相应的边界条件，运用伽辽金方法对层合圆板行波

动力学问题进行了求解，详细讨论了层合圆板几何

特征、材料参数、阻尼效应以及旋转速度对其动力

学特性的影响。结果表明：本文采用的伽辽金方法

计算精度高，而且可以同时给出前行波、后行波模

态频率，随着旋转速度的增大，前行波频率增大，

后行波频率先减小到零值而后增大，并存在动力失

稳临界转速；随着层合板厚度比或半径比的增大，

其临界转速和前行波频率均随之减小；考虑材料阻

尼的情形下的层合板临界转速随着厚度比的增大

而减小，随着存储模量比的增大而增大，而损耗因

子的增大使得前行波、后行波振动频率以及临界转

速也有所增大，并一定程度上提高了旋转层合圆板

的动力稳定性。 
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附录： 

方程(20)中矩阵元素分别表示如下： 
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