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摘  要：提出一种新型连接结构：在相邻的两段不同直径圆柱壳之间嵌入一段“改型等强度壳”，构成“柱-改型-

柱”组合壳，使得两段不同直径的圆柱壳光顺地连接，可以大幅度降低结合部的局部弯曲应力。应用旋转壳有矩

理论分析了这些组合壳的应力分布，对其工程应用——作为连接结构的“改型等强度壳”几何参数的选择提出了

建议。 
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Abstract:  A new type of connecting structure—modified shell of constant strength is presented. By using this 

type of connecting structure, two adjacent cylindrical shells of different diameter can be smoothly connected and 

the bending stress at the conjunction section can be reduced significantly. Then, based on bending theory of shells 

of revolution, the stress distribution is analyzed for the combined shell named “cylinder-modified-cylinder”, 

composed of two cylindrical shells of different diameters connected by a modified shell of constant strength. As 

for engineering application, the modified equicohesive  shell can be used as a connecting structure and some 

recommendations on the choice of the geometrical parameters are proposed. 

Key words:  shell of revolution; stress analysis; bending theory; modified shell of constant strength; connecting 
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在潜艇耐压船体或化工压力容器中经常出现

不同直径圆柱壳之间的连接，通常采用锥壳连接，

形成锥-柱结合壳，由于连接部位存在结构的突变，

会产生较大的应力集中，这使得连接部位成为整个

结构的薄弱环节。采取什么样的连接形式才能有效

的降低连接处应力集中峰值，成为从事压力容器和

潜艇结构的设计人员广泛关注的课题。本文以

“Tölke 型等强度壳”为基础，提出一种新型连接

结构——“改型等强度壳”，用于光顺地连接两段不

同直径的旋转壳，如此可大幅度降低结合部的局部

弯曲应力。本文应用旋转壳有矩理论，对用“改型

等强度壳”连接两不同直径圆柱壳所构成的“柱-

改型-柱”组合壳进行了应力分析，并对其工程应用

——作为连接结构的“改型等强度壳”几何参数的

选择提出了建议。 

1  Tölke 型等强度壳简介和改型等强

度壳的构建 

等强度旋转壳是指在弹性条件下，旋转壳各点
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应力保持均匀的旋转壳[1~12]，壳内应力满足： 

0                   (1) 

式中：  为旋转壳子午线方向薄膜应力；  为环

向薄膜应力； 0 为设计应力。 

Tölke
[13]采用解析的方法推导了均布压力作用

下开口的等强度旋转壳通解，这种等强度旋转壳的

母线方程为： 
2

1 2 2 2

( )
d

(1 )( )

  
 

  




 
          (2) 

式中：为形状因子，其意义将在后面阐述。设 r

为等强度旋转壳母线上点的半径， Ar 为大端半径，

x 为沿轴线坐标， 、为无量纲量： 

/ Ar r   ， / Ax r              (3) 

这种旋转壳的母线形状如图 1。 

 

图 1  均布压力下等强度壳母线形状 

Fig.1  Generating line of the shell of constant strength of 

revolution subjected to uniformly distributed pressure 

当形状因子在 0< <1 范围(图 1)，其对应的

所有等强度旋转壳的形状有一个共同特点，即母线

两端点的切线均与旋转轴平行，因此这种形状的旋

转壳可用来光顺地连接不同直径的两段端点切线

与轴线平行的旋转壳(如：圆柱壳)。这种几何形状

的等强度旋转壳由 Tölke 提出[1]，故称之为“Tölke

型等强度壳”。Tölke 型等强度壳自身不封闭，不能

用作压力容器，但可作为连接结构，光顺地连接不

同直径的旋转壳。设 Tölke 型等强度壳小端和大端

半径比为  ，由文献[1]知  =，故 Tölke 型等强

度壳线型由  唯一确定。从 Tölke 型等强度壳段长

度的变化(表 1)可知，当  =0.75~0.90 时，Tölke 型

等强度壳长度(L)约为其小端半径(rB)的 3 倍~4 倍。 

表 1  L/rB 随 β的变化 

Table 1  Values of L/rB varying with respect to β 

β 0.75 0.80 0.85 0.90 

L/rB 3.646 3.523 3.413 3.314 

 

对于输液、输气管道，管道自身长度很长，因

此连接不同管径的连接结构的长度，一般不受限

制，Tölke 型等强度壳在这些领域可以广泛应用，

该内容将另文讨论。而对于潜艇耐压船体、化工工

业压力容器等，受耐压船体或压力容器总长度的限

制，连接结构的长度不能太长，这限制了 Tölke 型

等强度壳在上述领域的应用。为拓宽 Tölke 型等强

度壳的应用范围，作者提出一种新型的连接结构——

“改型等强度壳”(简称“改型壳”)。改型壳是通

过适当缩短 Tölke 型等强度壳的轴向长度得到的，

其过程如下(见图 2)。 

 

图 2  Tölke 型等强度壳的“改型” 

Fig.2  Modification of Tölke type shell of constant strength 

建立如图 2 所示坐标系，将 Tölke 型等强度壳

母线上任意一点 Pc(xc，rc)，转变为点 Pg(xg，rg)，

使满足如下关系： 

当
gc

c g

xx

L L
 时， c gr r              (4) 

Tölke 型等强度壳母线上每一点都进行上述变

换后，其长度由 Lc 变为 Lg，Tölke 型等强度壳即转

变为“改型壳”。 

由上述改型过程可知，改型壳的形状由 和 Lg

共同确定。设改型壳拐点处切线倾角为 αg，在 值

一定时，Lg 与改型壳拐点处切线倾角 αg 是对应的，

故改型壳的形状也可由 和 αg 共同确定。 

定义无量纲参数：Kc=Lg /
 
Lc，由 Tölke 型等强

度壳母线方程式(2)可得出改型壳母线方程为： 
2

1 2 2 2

( )
d

(1 )( )
cK

  
 

  


 

 
        (5) 

从而得出改型壳母线的法线与旋转轴夹角

和母线方向无量纲主曲率半径 s 的表达式为： 

2

2 2 2

( )
π arctan( )

(1 )( )

 


  




 
-       (6) 
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式中， 1r 为改型壳母线方向主曲率半径。由式(5)可

以看出，在改型壳端点 A( 1  )、B(  )处满足：

 = / 2 ，这表明改型壳的形状与 Tölke 型等强度壳

的形状有共同的特点——两端点处切线均与旋转轴

平行。改型壳形状的这一特点，使得它也可用作连

接结构，光顺地连接不同直径的两段端点切线与旋

转轴平行的旋转壳。 

假设改型壳无量纲长度为： /g g BL L r ， gL 随

参数 和 αg的变化而变化(表 2)，当 和 αg增大时，

gL 随之减小。 

表 2  改型壳段长度
g

L 随 和 αg 的变化 

Table 2  Length of modified shell of constant strength
g

L  

varying with respect to  and αg 

αg 
改型壳段长度 

β=0.75 β=0.80 β=0.85 β=0.90 

10º 2.985  2.234  1.575  0.991  

15º 1.964  1.470  1.036  0.652  

20º 1.446  1.082  0.763  0.480  

25º 1.129  0.845  0.595  0.375  

30º 0.912  0.682  0.481  0.303  

2  改型壳与两段不同直径的圆柱壳

相连接时的应力分析 

改型壳光顺连接两段不同直径旋转壳构成的

组合壳如图 3 所示，设载荷为均布内压 p。 

定义旋转壳单元中面的内力、内力矩及外载荷

的正方向如图 4。假设 s 为沿母线方向坐标，θ为环

向角坐标，x 为沿旋转轴的坐标，r1、r2分别为母线

方向和环向主曲率半径。r 为母线上点的半径，

为母线的法线与旋转轴的夹角。 

改型壳在两端分别与两段圆柱壳(I 分段、II 分

段)光顺连接，故改型壳 A、B 处法线倾角 φA= φB =
 
 

π/2(如图 3)。假设各分段壳板厚度均相同，并假定

LI 和 LII 较长，不考虑 I 分段左端边界和 II 分段右端

边界对 A、B 处弯曲应力的影响，即满足：LI > δA、

LII > δB，δA、δB的表达式分别为[14]： 

24 3(1 )
A

At r








，

24 3(1 )
B

Bt r








   (8) 

式中为泊松比。 

 

图 3  改型壳光顺连接两段不同直径圆柱壳 

Fig.3  Two cylindrical shells of different diameter smoothly 

connected by modified shell of constant strength 

 

图 4  壳单元中面内力、内力矩和外载荷定义 

Fig.4  Definition of inner forces, inner moments and load of 

shell element 

旋转壳的内力解由薄膜应力状态和弯曲应力

状态两部分的内力解组成，假设薄膜应力状态的内

力和位移变量用上标 m 标识，弯曲应力状态的内力

和位移变量用上标 b 标识，下文将分别讨论薄膜应

力状态和弯曲应力状态的内力求解。 

2.1  组合壳各分段薄膜应力状态内力和位移的求解 

根据旋转壳薄膜理论，可得出在均布内压作用

下，改型等强度壳连接两不同直径圆柱壳时，组合

壳各分段薄膜应力状态的内力和位移(推导过程

略)，如表 3。需要说明的是，改型壳主要应用于对 

表 3  结合部 A 点、B 点处薄膜内力和位移 

Table 3  Membrane force and displacement at conjunction region 

位置 
1

m
T  

2

m
T  w

m
 

A 

改型壳 / 2
A

pr  
1

[1 /(2 )]
A A A

pr r r  
2

1
[1 / 2 /(2 )] /( )

A A A
r r pr Et   

大圆柱 / 2
A

pr  
A

pr  
2

(1 / 2) /( )
A

pr Et  

B 

改型壳 / 2
B

pr  
1

[1 /(2 )]
B B B

pr r r  2

1
[1 / 2 /(2 )] /( )

B B B
r r pr Et   

小圆柱 / 2
B

pr  
B

pr  
2

(1 / 2) /( )
B

pr Et  

注：r1A、r1B分别为 A 点、B 点处改型壳母线方向主曲率半径。 
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连接结构长度要求较严的一类压力容器，故在“柱-

改型-柱”组合壳计算模型中，假想其两端设有端盖

以构成封闭的压力容器。 

2.2  组合壳各分段弯曲应力状态内力和位移的求解 

定义 s 为组合壳上某点与左端点之间母线的弧

长，sA、sB分别为改型壳与两段旋转壳的结合部 A、

B 与左端点之间母线的弧长。假设 A、B 处的弯矩

和横剪力分别为： 1
b
AM 、 1

b
BM 、 1

b
AN 、 1

b
BN ，若将

组合壳划分为 3 个分段——大圆柱壳分段(分段 I，  

s≤sA)、改型壳分段(sA≤s≤sB)和小圆柱壳分段(分

段 II，s≥sB)， 1
b
AM 、 1

b
BM 、 1

b
AN 、 1

b
BN 可看作 3

个分段的边界力。3 个分段弯曲应力状态的内力和

位移可用 1
b
AM 、 1

b
BM 、 1

b
AN 、 1

b
BN 表示[14]，其中法

向位移 bw 和子午面内转角 b 表达式为： 

1) 大圆柱壳分段(s≤sA)  

( )
1 13

1
{ cos ( )

2
A As sb b b

A A A A A

A

w N e s s M
D

  


      

( )
[cos ( ) sin ( )]}A As s

A A A Ae s s s s  
      (9) 

( )
12

1
{ [cos ( )

2
A As sb b

A A A

A

N e s s
D

 


     

( )
1sin ( )] 2 cos ( )}A As sb

A A A A A As s M e s s  
   (10) 

2) 小圆柱壳分段(s≥sB)  

( )
13

1
{ cos ( )

2
B Bs sb b

B B B

B

w N e s s
D

 


     
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B B B B B BM e s s s s   
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2
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B B
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B
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


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
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 

 

   

  

    

(12) 

3) 改型壳分段(sA≤s≤sB)  

( )
13

( )
1
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13
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1

1
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2

[cos ( ) sin ( )]}

1
{ cos ( )

2

[cos ( ) sin ( )]}

A A

A A

B B

B B

s sb b
A A A

A

s sb
A A A A A A
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(13) 
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A A A
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D

 


      

( )
1sin ( )] 2 cos ( )}A As sb

A A A A A As s M e s s   
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( )
12

1
{ [cos ( ) sin ( )]

2
B Bs sb

A B B B B

B

N e s s s s
D

  


    

( )
12 cos ( )B Bs sb
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               (14) 

同理还可得出由边界内力表示的内力分量，具

体形式见文献[15]。 

在改型壳与分段 I 和分段 II 的结合部 A、B 点，

相邻两段旋转壳的位移需满足如下连续条件(其中，

下标“I”、“II”分别代表分段 I、II，“改”代表改

型壳)： 

1) A 点法向位移连续：  

I I
m b m b
A A A Aw w w w  改 改          (15) 

2) A 点转角连续： 

I
b b
A A  改                     (16) 

3) B 点法向位移连续： 

II II
m b m b
B B B Bw w w w  改 改        (17) 

4) B 点转角连续： 

II
b b
B B  改                    (18) 

利用这些连续条件，结合薄膜应力状态和弯曲

应力状态的位移表达式，可求解出结合部弯矩和横

剪力 1
b
AM 、 1

b
BM 、 1

b
AN 、 1

b
BN 。运用由边界力表示

的各分段弯曲应力状态内力和位移的表示式，可得

出各分段弯曲应力状态的内力和位移，具体形式见

文献[15]。 

2.3  组合壳应力状态的求解和应力的无量纲化 

综合薄膜应力状态和弯曲应力状态的内力解，

可得出组合壳完整的内力解 1T 、 2T 、 1M 、 2M ，

从而各点外表面纵向应力 1 外 、内表面纵向应力

1 内和中面环向应力 0
2 为： 

1 1
1 2

6T M

t t
  外   1 1

1 2

6T M

t t
  内   

0 2
2

T

t
   (19) 

为便于比较和分析，以改型壳小端半径 rB和厚

度 t 为基础，将应力结果无量纲化，定义如下无量

纲参数： 

1) 无量纲应力： 

1

1
/Bpr t


 

外
外  

1

1
/Bpr t


 

内
内  

0
0 2
2

/Bpr t


    (20) 

2) 无量纲坐标： 

/ Bx x r              (21) 

2.4  “柱-改型-柱”组合壳应力分析 

保持小柱壳半径 rB和壳板厚度 t 不变，分别取

半径比 β=0.75、β=0.80、β=0.85、β=0.90，拐点倾
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角 αg=10º、αg=15º、αg=20º、αg=25º、αg=30º，可得

出一系列“柱-改型-柱”组合壳。利用上述方法求

解这些“柱-改型-柱”组合壳的应力分布，并将其

无量纲化。β=0.80 时“柱-改型-柱”组合壳应力分

布如图 5、图 6，假设轴向坐标原点 O 在改型壳轴

向长度中点。改型壳段的坐标范围为： g =10º，

-1.117≤ X ≤1.117； g =15º，-0.735≤ X ≤0.735；

g =20º，-0.541≤ X ≤0.541； g =25º，-0.422≤ 

X ≤0.422； g =30º，-0.341≤ X ≤0.341。 

β =0.80

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

    =10º理论结果

    =15º理论结果

    =20º理论结果

    =25º理论结果

    =30º理论结果

 
图 5   =0.80，改变

g
 “柱-改型-柱”组合壳

1


外
分布 

Fig.5  Distribution of 
1


外

 of the combined shell varying 

with respect to αg , when β=0.80 

β =0.80

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

    =10º理论结果

    =15º理论结果

    =20º理论结果

    =25º理论结果

    =30º理论结果

 

图 6   =0.80，改变
g

 “柱-改型-柱”组合壳
0

2
 分布 

Fig.6  Distribution of 
0

2
 of the combined shells varing with 

respect to αg , when β=0.80 

由图 5 和图 6 可知“柱-改型-柱”组合壳最大表

面纵向应力( 1 max 外 、 1 max 内 )出现在大圆柱壳与改

型壳结合部附近，除 g ≤15º情形外，最大中面环

向应力 0
2max 出现在改型壳段与小圆柱壳邻近的部

位。 

当代工程实践中，不同直径圆柱壳之间常用圆

锥壳连接，构成“柱-锥-柱”组合壳，为研究“柱-

改型-柱”组合壳应力分布的优劣，与“柱-改型-柱”

组合壳相对应，建立一系列“柱-锥-柱”组合壳计

算模型，使圆锥壳小端与大端半径比与改型壳参数

 相等，圆锥壳半锥角与改型壳拐点倾角 g 相等。

“柱-锥-柱”组合壳最大应力通常出现在锥、柱结

合点上，采用文献[16]理论公式计算，具体形式如

表 4，参照本文 2.3 节方法将计算得到的“柱-锥-

柱”组合壳最大应力无量纲化，并与“柱-改型-柱”

组合壳最大应力进行比较，结果见表 5。 

“柱-锥-柱”组合壳由于凸/凹锥柱结合部母线

倾角不连续，该部位存在很高的应力集中。由上述

最大应力值的比较可知，“柱-改型-柱”组合壳最大

表面纵向应力大大低于“柱-锥-柱”组合壳，除了

极少数参数(  =0.90， g =30º)外，“柱-改型-柱”

组合壳最大中面环向应力也明显优于“柱-锥-柱”

组合壳。这说明改型壳作为连接结构大大削减了结

合部应力峰值，其力学性能显著优于用锥壳作为连

接结构。 

作为两段不同直径圆柱壳之间的连接结构，一

方面希望尽可能降低应力峰值；一方面希望尽可能

缩短连接结构长度。从上述应力变化规律可见，采

用改型壳连接两段不同直径的圆柱壳， 越小、 g

越小，其应力水平越低。结合改型壳长度变化规律

(见表 2)，作者认为，采用改型壳作为两段不同直径

圆柱壳的连接结构，比较有利的适用范围是：小端

与大端半径比  ≤0.85，改型壳的倾角 g 在 15º≤

g ≤25º范围。 

表 4  凸/凹锥柱结合部应力计算公式 

Table 4  Equation of stress calculation for the joint section of convex / concave cone-cylinder shell combination 

 凸锥柱结合部 凹锥柱结合部 

1


外
 [1 1.165 / tan( )] /(2 )

g
R t pR t  [1 1.165 / tan( )] /(2 )

g
R t pR t  

1


内
 [1 1.165 / tan( )] /(2 )

g
R t pR t  [1 1.165 / tan( )] /(2 )

g
R t pR t  

0

2
  [1 0.321 / tan( )] /

g
R t pR t  [1 0.321 / tan( )] /

g
R t pR t  

注：表中 R 为与锥柱结合部相邻柱壳半径，t 为壳板厚度。 

αg 
αg 
αg 
αg 
αg 

αg 
αg 
αg 
αg 
αg 

 =
 
0.80 

 =
 
0.80 

X ― 

X ― 


1
 外  


 2
 0  

―
 

―
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表 5  “柱-改型-柱”组合壳与“柱-锥-柱”组合壳最大应力的比较 

Table 5  Comparison of the Maximum stress of two different type of combined shell 

 
αg=10º αg=15º αg=20º αg=25º αg=30º 

① ② ① ② ① ② ① ② ① ② 

0.75 

1 max


外
 0.708 1.478 0.763 1.986 0.844 2.519 0.958 3.315 1.112 4.264 

1 max


内
 0.708 2.172 0.762 2.955 0.844 3.775 0.958 4.649 1.115 5.597 

0

2max
  1.338 1.539 1.344 1.819 1.457 2.112 1.725 2.425 2.064 2.765 

0.80 

1 max


外
 0.676 1.478 0.742 1.986 0.840 2.519 0.979 3.086 1.167 3.850 

1 max


内
 0.675 1.992 0.742 2.702 0.841 3.446 0.980 4.240 1.172 5.100 

0

2max
  1.256 1.539 1.321 1.819 1.569 2.112 1.890 2.425 2.287 2.765 

0.85 

1 max


外
 0.654 1.478 0.740 1.986 0.867 2.519 1.046 3.086 1.291 3.702 

1 max


内
 0.654 1.836 0.740 2.485 0.868 3.164 1.050 3.889 1.301 4.675 

0

2max
  1.193 1.539 1.423 1.819 1.733 2.112 2.123 2.425 2.599 2.765 

0.90 

1 max


外
 0.651 1.478 0.777 1.986 0.964 2.519 1.225 3.086 1.580 3.702 

1 max


内
 0.651 1.701 0.777 2.296 0.968 2.920 1.255 3.585 1.641 4.306 

0

2max
  1.281 1.539 1.593 1.819 1.996 2.112 2.480 2.425 3.047 2.765 

注：①表示“柱-改型-柱”组合壳；②表示“柱-锥-柱”组合壳 

3  结束语 

对连接结构长度要求较严的一类压力容器，采

用改型壳作为连接结构单元，光顺地连接两不同直

径的旋转壳，可大大削减结合部的应力集中，有很

高的工程应用价值。采用改型壳光顺地连接两段不

同直径圆柱壳，比较有利的参数范围是：≤0.85，

g 在 15º≤ g ≤25º范围。 

由于改型壳的形状具有两端点处切线均与旋

转轴平行这一特点，它还可作为连接结构单元，光

顺连接两不同直径半球壳，构成“半球-改型-半球”

组合壳，对改型壳的这一应用将另文讨论。 
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