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多点输入反应谱中相关系数 ijklρ 的简化 
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摘  要：对多点输入反应谱计算公式中的相关系数进行了简化，简化从频响函数和积分的特性两方面进行。首先
将 *)()( ωω ji HH 写成实部与虚部和的形式，然后根据积分的特性，将相关系数中的积分次数由原来的 i×j×k×l

次(i、j为结构的振型个数；k、l为结构的支承点个数)减少到 5×j×k×l次，仍为精确解，且计算时间大大缩短，

使多点输入反应谱法的推广应用成为可能。 
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THE SIMPLIFICATION OF THE COHERENCY COEFFICIENTS ijklρ  IN 
THE MULTI-SUPPORT RESPONSE SPECTRUM  
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(1. Department of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China;  

2. Department of Civil Engineering, Southeast University, Key Lab of RC & PC Structure, Ministry of Education, Nanjing, Jiangsu 210096, China) 

Abstract:  The coherency coefficients in the multi-support response spectrum analysis are modified from two 
aspects: the characteristics of the frequency response function and the integral. First of all, *)()( ωω ji HH  is 

separated into real and image components .Then , according to the integral characteristic, the  integration layers 
of the coherency coefficients ijklρ  are reduced from i×j×k×l (i、j are the numbers of the vibration mode; k、l are 

the numbers of the support) to 5×j×k×l, which shortens the calculated time but it is still accurate. The 
simplification makes the multi-support response spectrum analysis easier to conduct. 
Key words:  multi-input excitation; response spectrum method; coherency coefficient; simplification; frequency 

response function 
 

众所周知，地震动具有随时间和空间变化的特

性，这种特性对于大跨空间结构的影响尤为显著。

为此人们在随机振动理论的基础上推导了多点激

励反应谱计算公式，其中主要以 Der Kiureghian和
Neuenhofer 的 MS-CQC 法、Heredia-Zavoni 和
Vanmarcke的 H-V法为代表[1,2]，但是这些反应谱法

用于实际工程则相当困难，原因在于其表达式中的

相关系数求解复杂，即需要通过大量的数值积分。

目前，关于相关系数简化问题国内外均未得到很好

解决，严重限制了多点输入反应谱的推广应用。 
本文作者基于虚拟激励法[3~5]推导了多点输入

反应谱计算公式，形式较文献[1,2]更为简洁，且与
我国《建筑结构抗震规范》的反应谱建立了定量关

系，但其中的相关系数要通过 i×j×k×l次(i、j为
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结构的振型个数；k、l为结构的支承点个数)数值积
分才能得到。国外学者 Chin-Hsiung Loh在文献[6]
提出了一种简化方法，需经过 8×j×k×l次积分得
到相关系数的解；文献[7]的简化方法则主要从地震
动功率谱密度函数和频响函数两方面入手，简化后

的系数不需要再进行繁杂的积分运算，节省了计算

时间，但是计算精度却不易保证。本文首先将
*)()( ωω ji HH 写成实部与虚部和的形式，然后根据

积分的特性，将相关系数中的积分次数成倍减少，

最后只需要 5×j×k×l次积分即可得到精确解。 

1  多点输入反应谱计算公式 

关于推导基于虚拟激励原理的多点输入反应

谱计算公式的具体过程见文献[8]，其最终表达式
为： 
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为支承位移的互相关系数； 2
ijklρ 为耦合系数，其下
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zi zjφ φ、 为结构 z自由度第 i、j振型的幅值； i jγ γ、   

为 i 、 j 振 型 参 与系 数 ， T{ } [ ]{ }/j j M Hγ φ=  
T{ } [ ]{ }j jMφ φ T{ } [ ]{ }j M Hφ= ； ( , )a i iS ω ξ ( , )a j jS ω ξ、

为一致输入下 i j、 振型加速度反应谱； ik jlβ β、 的

表 达 式 为 }]{[}/{}]{[}{ TT
jssjlssjjl MrM φφφβ = ；

zk zlr r、 分别为矩阵 [ ]R 的 z行 k 列、z行 l列元素，
[ ]R =  1[ ] [ ]ss smK K− ，其中， [ ]ssK 是结构非支承点

的刚度矩阵， [ ]smK 是结构非支承点与支承点的耦

合刚度矩阵； ( )klρ ω 为相干函数，其下角标 k、l
为地面支承点编号； ,maxku 、 ,maxlu 为地面支承点 k、

l的最大输入加速度。 
公式(1)中计算耗时长的主要原因是 ijklρ 要经

过复杂的 i×j×k×l 次积分才能得到，在支座和参
与振型都比较多的情况下，这种缺欠尤为显著，因

此本文对系数 ijklρ 进行简化。 

2  相关系数 ijklρ 的简化 

式(3)中 *)()( ωω ji HH 可以写成实部与虚部和的

形式[2]，则式(3)中的分子为 
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其中系数 jijiijijjijiijij DCDCBABA 和、、、、、、 的解

析表达式见文献[2]。将式(7)、式(8)代入式(6)得 
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根据积分表达式的性质，可以将式(9)写成如下形式 
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将式(10)代入式(3)中，得 
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对比式(3)和式(15)可以看出，虽然式(15)的表
达式比较复杂，但是积分次数明显减少：式(3)需要
积分 i×j×k×l次；而式(15)只需要积分 5×j×k×l
次，其中，i、j 为结构的振型个数；k、l 为结构的
支承点个数，且简化后的计算结果与简化前的完全

相同，都为精确解。对于振型密集的大跨空间结构，

抗震计算中参振振型个数一般取 =i 20~300，可见
两种算法在计算量上的巨大差别。下面本文将通过

算例具体分析简化前和简化后的计算效率和精度。 

3  算例分析 

算例 1.  工程实例 1——AMECO维修机库[9] 

AMECO大跨度维修机库的计算条件取为 II类
场地，8度设防，可得 rad/s.1325=gω ， 80.0=gξ ，

22 s/cm.361730 =S ， πrad/s8=rω 。视波速 =appv  

m/s50 ，采用的地震波为[10] 
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取前 90阶振型进行计算，结构的前 30阶振型的自
振圆频率列于表 1。结构支座分布图见图 1,其中，
各支座的坐标分别为：1(0,0)、2(153,0)、3(0,18)、
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4(0,36)、5(0,54)、6(0,72)、7(0,90)、8(21,90)、9(57,90)、
10(75,90)、11(93,90)、12(129,90)、13(153,90)。 
用两种方法得到 ijklρ 计算结果及所用时间列于

表 2 和表 3。 ijklρ 下标的含义：振型 i，振型 j；支

座 k, 支座 l，例如表 2中， 3411ρ 为：振型 i=3，振

型 j=4；支座 k=1,支座 l=1。表 3中，t1为积分 i×j
×k×l次即未简化方法所用的时间，t2为积分 5×j
×k×l次即简化方法所用的时间。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 1  前 30阶自振频率 

Table 1  The first 30 natural frequencies 

振型阶号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
)rad/s/(iω  6.74 7.92 8.58 9.96 10.97 11.21 11.50 14.61 15.48 16.06 

振型阶号 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
)rad/s/(iω  16.99 18.49 19.17 20.98 21.61 22.76 23.20 23.79 24.42 25.08 

振型阶号 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
)rad/s/(iω  25.42 25.87 26.61 27.21 27.47 28.20 29.28 29.63 30.32 30.47 

表 2  相关系数 ijklρ 简化前后的比较 

Table 2  Comparisons between fore-and-aft simplified ijklρ  

ijkl 3411 3412 3413 3414 3415 3416 3417 3418

简化前 0.145 0.081 0.127 0.112 0.099 0.088 0.078 0.144

简化后 0.145 0.081 0.127 0.112 0.099 0.088 0.078 0.144

ijkl 1515 1525 1535 1545 1555 1565 1575 1585

简化前 0.059 0.034 0.069 0.081 0.096 0.081 0.069 0.120

简化后 0.059 0.034 0.069 0.081 0.096 0.081 0.069 0.120

ijkl 2111 2112 2113 2114 2115 2116 2117 2118

简化前 0.166 0.093 0.147 0.130 0.116 0.103 0.093 0.001

简化后 0.166 0.093 0.147 0.130 0.116 0.103 0.093 0.001

算例 2.  工程实例 2--哈尔滨工业大学体育场
挑蓬[9] 

哈尔滨工业大学体育场挑蓬的场地类别及地

震波的选取同算例 1，取前 60阶振型进行计算，结
构的前 30阶振型的自振圆频率列于表 4。结构支座
的分布图见图 2。 

表 3  简化前和简化后的计算时间对比 

Table 3  Comparison of the calculated time between 

fore-and-aft simplification 

i j k l t1/min t2/min 

14 14 13 13 2.5 0.5 
20 20 13 13 5.1 0.7 
30 30 13 13 11.5 1 
60 60 13 13 46 2.2 
90 90 13 13 103 3.2 

用两种方法得到 ijklρ 计算结果及所用时间分别

列于表 5和表 6。 ijklρ 及 t1、t2的含义同算例 1。 

 

 

 

 

 

1 2

3

4

5

6

7 8 9 10 11 12 13

图 1  AMECO维修机库机库支座布置图 
Fig.1  The arrangement of supports of AMECO hangar 
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图 2  哈尔滨工业大学体育场挑篷支座分布图 

Fig. 2  The arrangement of the supports of the shed of palaestra in Harbin Institute of technology 
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表 4  前 30阶自振频率 

Table 4  The first 30 natural frequencies 

振型阶号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
)rad/s/(iω  14.23 14.80 15.78 16.90 19.59 22.74 26.32 30.09 31.93 34.79 

振型阶号 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
)rad/s/(iω  38.32 40.20 41.72 42.92 43.03 44.52 44.67 47.14 48.15 49.78 

振型阶号 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
)rad/s/(iω  51.61 53.00 53.38 55.00 59.01 59.37 63.74 64.32 64.99 68.67 

表 5  相关系数 ijklρ 简化前后的比较 

Table5  Comparisons between fore-and-aft simplified ijklρ  

ijkl 2311 2313 2314 2375 2324 1311 1313 1315 
简化前 0.295 0.284 0.077 0.284 0.284 0.147 0.141 -0.261 
简化后 0.295 0.284 0.077 0.284 0.284 0.147 0.141 -0.261 

ijkl 1317 1319 1339 3168 3173 3179 3711 3719 
简化前 -0.254 -0.353 -0.358 0.141 -0.261 -0.262 -0.0322 0.067 
简化后 -0.254 -0.353 -0.358 0.141 -0.261 -0.262 -0.0322 0.067 

ijkl 2111 3779 2113 3726 2115 3768 2117 2118 
简化前 0.515 -0.095 0.498 0.094 0.204 0.0314 0.198 0.111 
简化后 0.515 -0.095 0.498 0.094 0.204 0.0314 0.198 0.111 

表 6  简化前和简化后的计算时间对比 

Table 6  Comparison of the calculated time between 

fore-and-aft simplification 

i j k l t1/h t 2/h 

14 14 86 86 1 0.33 
20 20 86 86 2 0.47 
30 30 86 86 4.5 0.71 
60 60 86 86 18 1.5 

通过以上两个算例可以看出，简化后计算时间

大大缩短，并且随着振型个数的增加效果越加明

显。考虑到大跨度空间结构自由度数庞大，振型密

集，参与振型数很多，如果采用未简化的计算公式

直接求解 2
ijklρ ，则计算量问题将会成为阻碍多点输

入反应谱推广应用的严重障碍，因此，本文的简化

非常必要。通过比较表 2和表 5可以看出，本文在
简化为 5×j×k×l次积分时为精确解。  

4  结论 

多点输入反应谱中相关系数的简化问题国内

外均未得到很好解决，严重阻碍了多点输入反应谱

的推广应用。本文从频响函数和积分特性两方面对

其进行了简化：首先将 *)()( ωω ji HH 写成实部与虚

部和的形式，然后根据积分的特性，将相关系数中

的积分次数由原来的 i×j×k×l次(i、j为结构的振
型个数；k、l 为结构的支承点个数)减少到 5×j×k
×l次，计算时间大大缩短，且仍为精确解。 
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