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不同模量简支梁均布荷载下的弹性力学解 

*何晓婷，陈山林，孙俊贻 

(重庆大学土木工程学院，重庆 400045) 

摘  要：利用半逆解法，寻求了不同模量简支梁在均布荷载下的弹性力学解，并比较了现有的近似解。分析表明：

由于材料不同模量的引入，应力较大程度地重新分布，使得材料力学解答中的最大正应力被低估；解答误差随着

材料的不同模量上下波动，深梁情况下还会加剧。 
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ELASTICITY SOLUTION OF SIMPLE BEAMS WITH DIFFERENT 

MODULUS UNDER UNIFORMLY DISTRIBUTED LOAD 

*HE Xiao-ting , CHEN Shan-lin , SUN Jun-yi 

(Faculty of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China) 

Abstract:  A semi-inverse method from stress functions is used to obtain elasticity solutions of a simply 

supported beam with different modulus under uniformly distributed load and its approximate solutions derived 

from mechanics of material are also checked. The results show that because the materials with different modulus 

are employed, the stress redistributes across section in a large extent and the maximum normal stress obtained 

from mechanics of materials is underestimated to a certain degree. These errors fluctuate according to different 

modulus of materials and enlarge especially in the case of deep beams. 
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工程结构存在着不同模量材料的弹性力学问

题，材料具有拉压不同模量的弹性力学问题本质上

是非线性问题(双线性)
[1,2]。历史上研究者对不同模

量梁弯曲理论的研究，可分为解析解和分析数值解

法[3,4]。文献[5,6]用流动坐标系及分段积分法导出了

复合荷载作用下弯压柱的解析解，文献[7]在对结构

进行中性层判定的基础上，处理了平面复杂应力状

态下的横力弯曲梁问题。本文采用半逆解法，利用

边界条件和应力连续条件得到了不同模量简支梁

在均布荷载下的应力和位移解，分析了材料力学解

答的误差。 

1  不同模量简支梁均布荷载下的弹性

力学解 

利用平截面假设，文献[5]得到了纯弯曲梁的应

力以及受拉受压区的截面高度，在此基础上文献[7]

利用剪应力对中性轴的位置无贡献这一结论得到

了横力弯曲梁的正应力、剪应力以及中性轴的位

置。本文放弃平截面假设，但同时假定剪应力对中

性轴位置无影响。 

1.1  应力分量 

如图 1 所示，设有矩形截面的不同模量简支梁，
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深度为 h，长度为 l2 ，体力可以不计，受均布荷载

q ，由两端的反力 ql 维持平衡。为方便取单位宽度

的梁来考虑。注意：由于不同模量的引入，使得中

性轴不再位于 2/h 处，设受拉区和受压区的截面高

度分别为 1h 和 2h 。在这两个区域的应力和位移分量

的表达式各不相同，因此需要分拉压区进行讨论。 
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图 1  不同模量简支梁受均布荷载 

Fig.1  Simple beam with different modulus under uniformly 

distributed load 

采用半逆解法，假设 )(yfy  [8]，得到   
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 。同时假定：在拉压区内

的应力函数要满足的相容方程与同模量情况一致，

故由 04   得到含待定常数的表达式，求得相

应的应力分量并且利用对称性可得受拉区和受压

区的应力分量为： 
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上式中， xyyx  ，， 表示应力分量， ，，， CBA  

KHD ，， 为待定常数，带＋号的表示与受拉区有 

关的量，带号的表示与受压区有关的量。确定拉

压区的待定常数时，不仅要借用原来已有的边界条

件，还要用到在中性轴即 0y 处的应力连续条件，

这是不同模量弹性力学问题的求解特点。 

首先，在受拉区的应力边界条件为： 

001  xyyhy  ，，             (3) 

同理，在受压区也有两个应力边界条件： 

02  xyy qhy  ，，           (4) 

在次要边界上运用圣维南原理，由于对称性(弯

矩对称而剪力反对称)，考察右端边界即在 lx  处，

有以下三个积分方程成立： 
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现在边界条件个数不足以确定 12 个待定常数，

还需用到中性轴处的应力连续条件： 
  xyxyyyy  ，，0           (8) 

同时，中性轴上所有点的应力分量需满足： 

00  
xxy ，             (9) 

求解时先从应力连续条件入手。将式(8)代入式

(1)和式(2)，要求对所有的 x满足，可得： 
  CCDD ，            (10) 

将式(9)代入式(1)和式(2)，有： 

0202 22   KxBKxB xx  ， ， 

要对所有的 x均满足，可得： 

0  KKBB           (11) 

现得到有关这 12 个待定常数的 6 个方程，即

式(10)和式(11)，此外还需要 6 个方程。将主要边界

条件即式(3)、式(4)代入式(1)、式(2)，有： 
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将式(1)和式(2)代入式(5)和式(6)，有： 
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由方程(12) ~方程(17)并结合式(10)、式(11)可

求解出 12 个待定常数为： 
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至此，式(7)尚未用到，将已确定的待定常数代

入 ， 积 分 以 后 这 一 条 件 自 动 满 足 。 若 取

2/21 hhh  ，以上待定常数全部可以退化到同模

量时的待定常数[8]： 
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因此从一个侧面验证了求解过程的正确性。拉

压区应力分量的最后表达式为： 










































x
h

q
xy

hh

q

h

qh
y

h

q
y

hh

q

N
h

y
y

h

q
yxl

hh

q

xy

y

x

2

3

2

3

2

3

2

)(
2

3

2

2
1

13

2
1

2
1

2
22

2
1







  (20) 

10 hy   










































x
h

q
xy

hh

q

h

qh
y

h

q
y

hh

q

N
h

y
y

h

q
yxl

hh

q

xy

y

x

2

3

2

3

2

3

2

)(
2

3

2

2
2

13

2
2

2
2

2
22

2
2







  (21) 

02  yh  

其中  NN ， 是与不同模量有关的两个常数。 
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1.2  位移分量 

由平面应力状态下的物理方程和几何方程： 
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考虑拉压泊松比  和  ，先求受拉区的位移。 

将式(20)代入式(23)的第一式，有： 
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对 x积分一次，得到： 
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其中 )(1 yf 为待定函数。同理，将式(20)代入式(23)

的第二式，有： 
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对 y 积分一次，得到： 
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其中 )(2 xf 为待定函数。将式(24)和式(25)代入式(23)

的第三式，分离变量整理得： 
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令上式两端等于待定常数  ，左端对 x积分得： 
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右端对 y 积分得： 

  01 )( uyyf               (27) 

式(26)和式(27)中的 
00 vu ，， 为刚体位移项。利

用简支梁的支座约束条件(左边铰支，右边为连杆支

座)，有： 
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将其代入式(24)和式(25)并结合式(26)和式(27)后，

求得刚体位移项为： 
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最后得到受拉区( 10 hy  )位移表达式： 
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同理，利用式(21)经计算得到受压区( 02  yh )

的位移分量表达式： 
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当 /221 hhh  时，式(30)和式(31)能退化到同模量

的情况[9]，即： 
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从一个侧面验证了求解的正确性。 

2  两种解答之间的误差分析 

将梁任一横截面上的弯矩和剪力值 M  

qxQxl
q

 ，)(
2

22 分别代入式(20)和式(21)的第

一式第三式，注意到截面宽度 1b ，且引入不同模

量梁的抗弯刚度[2]： 
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应力分量可表示为： 
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与等模量情况相类似：剪应力 xy 与材料力学解  

答[5,7]完全一致； y 是不同模量梁各纵向纤维的挤

压应力，近似解答中一般不考虑。在弯应力 x 的表

达式中，第一项是主要项，和材料力学中的解答相

同，第二项是弹性力学提出的修正项。与单一模量

情况不同的是，修正值不仅依赖于梁的跨长与深度

比值，还依赖于材料的不同模量性，并且在受拉区

和受压区的变化不一致。 

令  EEn / [10]， 0,1  xhy ，梁的跨长为截

面深度的两倍( hl  )，则在受拉区最大弯应力的修

正值为： 
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同理，令 ,2hy  受压区最大弯应力的修正值为 
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绘制出拉压区最大正应力修正值与模量比的

变化曲线，如图 2、图 3 所示，可以得出以下结论： 

 

拉压模量比 

 修正值 

 

图 2  
max,x 随  EEn / 变化曲线 

Fig.2  Variable curve of 
max,x  with n  

 

拉压模量比 

修正值 

 

图 3  
max,x 随  EEn / 变化曲线 

Fig.3  Variable curve of 
max,x  with n  

1) 当 1n 即   EE 时，拉压区最大正应力修

正值 15/1max,max,  
xx  ，与同模量情形吻合。 

2) 若 1n 即   EE 时，曲线走势陡峭，表明

拉压区的最大正应力修正值 
max,x 和 

max,x 随不

同模量变化剧烈；若 1n 即   EE 时，曲线走势

平缓，表明 
max,x 和 

max,x 随不同模量变化微弱。 

3) 压区最大正应力修正值 
max,x 一直随着 n

的增大而减小，说明平截面假设在受压区的影响减

弱；拉区修正值 
max,x 一直随着n的增大而增大，

说明平截面假设在受拉区的影响增强。 

4) 当 8255.0n 时，拉区修正值 0max, 
x ，

表明平截面假设带来的误差是减小正应力；当

5616.6n 时，压区修正值 0max, 
x ，平截面假

设产生的误差同样是减小正应力。 
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5) 以上曲线都是针对跨长两倍于深度的情形

即 hl  时，若跨长四倍于深度即 hl 2 时，所有的

修正值均乘以 1/4，说明修正值在深梁情况下会加

大，在浅梁时则减小。 
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