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正交各向异性空心圆柱体中的周向超声导波 

吴  斌，*禹建功，何存富 

(北京工业大学机电学院，北京 100022) 

摘  要：周向导波适于大直径管道纵向缺陷的超声无损检测。基于三维弹性理论，采用一种正交多项式法研究正

交各向异性无限长管道中的周向导波。为验证方法的正确性与适用性，首先计算了各向同性和横观各向同性管道

中的周向导波并与已有数据相比较。其次，计算了单向复合材料中不同纤维增强强度下的频散曲线，论证了纤维

增强强度变化对于频散曲线的影响。最后，求解了不同径厚比下正交各向异性管道的周向导波的频散曲线，论述

了径厚比的变化对频散曲线的影响。 
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GUIDED CIRCUMFERENTIAL WAVES IN ORTHOTROPIC HOLLOW 

CYLINDERS 

WU Bin , 
*
YU Jian-gong , HE Cun-fu 

(College of Mechanical Engineering and Applied Electronic Technology, Beijing university of technology, Beijing 100022, China) 

Abstract:  In ultrasonic nondestructive inspection of large-diameter pipes, longitudinal cracks can be detected 

more efficiently by using guided circumferential waves. Based on linear three-dimensional elasticity，an 

orthogonal polynomial approach is used for determining the guided circumferential waves in homogeneous 

infinitely long orthotropic hollow cylinders. Results are compared with those published earlier to check up the 

accuracy and applicability of this polynomial approach. Guided circumferential wave dispersion curves for 

unidirectional composite pipes under different fiber intensity are calculated, and the effect of the variety of the 

fiber intensity on dispersion curves is shown. Finally, the guided circumferential wave dispersion curves for 

orthotropic pipes under different ratios of outer radius to thickness are calculated and the inherited influence of the 

variety of ratio on the dispersion curves is discussed. 

Key words: guided circumferential waves; dispersion curves; orthogonal polynomial; orthotropic hollow 

cylinders; ratio of outer radius to thickness 

 

导波技术作为新的无损检测方法，其传播特性

与检测机理受到学者的广泛关注[1,2]。目前，文献[3,4]

对空心圆柱体轴向传播的柱面超声导波进行了研

究，Grace and Goodman
[5]，Brekhovskikh

[6]，Cerv
[7]，

Liu and Qu
[8,9]和 Valle、Qu 和 Jacobs

[10]分别对各向

同性空心圆柱体周向导波的多个方面进行了研究。

随着材料智能化和多样化的发展，管道的制备也已

不再局限于各向同性材料。文献[11~13]研究了各向
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异性管道中纵向导波，Towfighi S 等[14]使用傅里叶

级数展开的方法，研究了各向异性管道中周向导波

问题。 

1972 年由 Maradudin A A
[15]提出了一种使用正

交多项式展开法求解动力学问题的思想，使用拉盖

尔正交多项式求解了有限大晶体的边缘振动模态。

至 1999 年，Lefebvre J E 等[16]基于这种思想开发了

利用勒让德正交多项式展开的方法研究了多层板

的波动问题。这种方法利用正交多项式的正交特性

把耦合的波动方程转化为特征值问题，使得问题得

到简化，收敛速度也比较快。本文利用勒让德正交

多项式级数展开法，从正交各项异性材料出发，求

解了各向异性管道中的周向导波问题；讨论了单向

复合材料纤维增强程度对导波频散特征的影响；分

析了径厚比的变化对正交各向异性管道中周向导

波频散曲线的影响。 

1  问题的描述与基本方程 

基于三维弹性体理论，考虑一均匀正交各向异

性(与柱坐标 z 重合)、无限长、内外表面均为自由

表面的空心圆柱体。图 1 所示为一柱坐标系中的空

心圆柱体，其内径为 a ，外径为b 。 

 

周向波 

 

图 1  空心圆柱体中的周向导波 

Fig.1  Guided circumferential wave of hollow cylinder 

由于周向导波研究的是 ),( r 平面上沿 方向

传播的时间简谐波。Z 轴垂直于 ),( r 平面，对于无

限长空心圆柱体，弹性场与 z 坐标无关，即，未知

的位移场可以写为 

0,),(,),(  zrr uruuruu           (1) 

因此，问题化简为 ),( r 平面内的二维问题。假

设正交各向异性弹性体的密度为  ，弹性常数为

}{ ijC 。在小变形假设下，此二维柱坐标系的几何关

系为 
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根据正交各向异性材料的广义胡克定律，可以

得到问题的应力-位移关系 
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此时的运动方程为 
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考虑到空心圆柱体的边界问题，弹性常数受到

位置的约束，即 

),(π)( baCrC ijij  ， ),(π)( bar       (5) 

这里， ),(π ba 是矩形窗函数 
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文献[17]指出，把约束条件(5)代入到式(3)使得

材料常数在空心圆柱体的内外边界上消失。这样处

理的结果相当于求解运动方程后代入表面边界条

件(在 brar  和 时 0rrT ， 0rT )。其中 ),(π ba 对

r 的导数是 )()( brar   。 

把式(2)、式(3)、式(5)代入式(4)可得位移形式

表示的运动方程： 
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对于无限长空心圆柱体周向谐波的传播，可以

把位移分量表示为： 

http://www.engineeringvillage2.org.cn/controller/servlet/Controller?CID=quickSearchCitationFormat&searchWord1=%7bMaradudin%2C+A.A.%7d&section1=AU&database=3&startYear=1969&endYear=2006&yearselect=yearrange&sort=yr
http://www.engineeringvillage2.org.cn/controller/servlet/Controller?CID=quickSearchCitationFormat&searchWord1=%7bLefebvre%2C+J.E.%7d&section1=AU&database=3&startYear=1969&endYear=2006&yearselect=yearrange&sort=yr
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)()exp(
2π

1
),,( rUtiikbtrur          (7a) 

)()exp(
2π

1
),,( rVtiikbtru          (7b) 

其中， k 是波数，是角频率， )(rU 、 )(rV 是未知

连续函数，把它们展开成一组正交归一函数组的线

性组合[18]，即 







0

1 )()(
m

mm rQprU ， 





0

2 )()(
m

mm rQprV     (8) 

这里 )2,1( ipi
m 是 mQ 的待定系数。 

2 1 2
( )m m

m r b a
Q r P

b a b a

   
  

  
 

其中 mP 代表第m阶勒让德多项式，那么 mQ 就形成

了一组完备的正交归一的多项式组。理论上m从 0

到，实际上对于求和多项式(8)，当m取到有限

值 M 时，更高阶的项可以认为是高阶小量，忽略不

计。M 的取值要根据所需要的模态阶数确定，所需

的频散曲线模态阶数越高，则M 的取值也越高。 

把式(7)、式(8)代入式(6)得： 
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),(π22 baVr                            (9b) 

对于式(9)，两边同乘以 )(* rQ
j

， j 从 0 到M ，

然后各式对 r 从 a 到 b 积分，利用勒让德正交多项

式的正交性质，可以得到下面 1)2( M 个方程： 
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这里求和指标m从 0 到M 。 )2,1,(
,


mj

A 和

j
mM 是矩阵的元素，在附录中给出。 

 

 

方程(10)可以写成如下形式： 
  jmmj ppAM 2,

,
1 ][   

这里 2  ，是  ,
,

1 ][ mjAM  的特征值，特征向量


jp 代表了位移场的分布。使用数学软件Mathmatica 

函数 Eigenvalues 可以求解这个特征值问题。对于

1)2( M 维的方阵，将返回 1)2( M 个特征值。而问

题的解只是那些随着M 的增加，数值上收敛的特征

值，即随M 的增加，该阶模态已趋于稳定。 

2  数值示例 

基于上述理论，开发了数值计算正交各向异性

空心圆柱体周向导波频散关系的 Mathematica 程

序。为了证明这种算法及程序的正确性，首先把程

序应用于各向同性与横观各向同性材料，与已有结

果进行比较；然后计算了单向纤维复合材料不同纤

维增强强度对周向导波的影响；最后计算了不同径

厚比的正交各向异性空心圆柱体周向导波的频散

关系。 

2.1  各向同性圆柱体的周向导波 

为与文献[14]得到的的各向同性均匀空心圆柱

体中的周向导波的频散关系进行比较，这里采用同

样的材料及几何尺寸进行计算。文献[14]采用的材

料是铝，密度 3kg/m2700 ，弹性常数为： 11C  

，Pa1078.10 10
22 C Pa10494.5 10

12 C ， 66C  

Pa10645.2 10 。几何尺寸为 0.01ma ， 0.1mb 。

两种方法(本文方法中 5M )求得的频散曲线如图

2 所示。图中，  /)( ab  ， )( abkk  ，

均为无量纲量。图 2(a)是文献[14]中的图 13，可以

看出，两者的结果是一致的。 

2.2  横观各向同性圆柱体的周向导波 

采用本文的方法对单向复合材料(纤维方向在

u 方向)空心圆柱体中的周向导波的频散关系进行

计算，与文献 [14]所得结果比较。材料密度
3kg/m1580 ，弹性常数为： ，Pa10495.1 10

11 C  

，Pa1082.12 10
22 C ，Pa1069.0

10
12 C  673.066C  

Pa1010 ，几何尺寸为 0.009ma ， 0.01mb 。两种

方法求得的频散曲线如图 3 所示，图 3(a)是文献[14]

中的图 15(b)。可见，两种方法所求结果同样也是一

致的；但本文方法中取 7M ，文献[14]所用的傅里

叶级数取到 30M 。 
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(a) Towfighi 等的结果 
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(b) 作者的结果 

图 2  铝管中的周向导波的频散曲线 

Fig.2  Guided circumferential wave dispersion curves for 

aluminum pipe 
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(a) Towfighi 等的结果 
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(b) 作者的结果 

图 3  单向复合材料管道中周向导波的相速度频散曲线 

Fig.3  Guided circumferential wave dispersion curves for 

unidirectional composite pipe 
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(a) C22=3C11 
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(c) C22=9C11 
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(d) C22=12C11 

图 4  单向复合材料管道中纤维增强强度对 

频散曲线的影响 

Fig.4  The effect of the variety of the fiber intensity on 

dispersion curves for unidirectional composite pipes 
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(a) 径厚比 20 
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(b) 径厚比 10 
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(c) 径厚比 5 
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(d) 径厚比 2.5 

图 5  SiC-Si3N4 管道在相同壁厚不同径厚比下的 

周向导波频散曲线 

Fig.5  Guided circumferential wave dispersion curves for 

SiC-Si3N4 orthotropic pipes under different ratios of outer 

radius to thickness 

2.3  单向复合材料纤维增强强度对周向导波的 

影响 

为了研究单向复合材料纤维增强强度对周向

导波的影响，分别计算了四种不同纤维增强(纤维方

向均在 u 方向)强度的材料参数的管道周向导波。

假设材料的密度 3kg/m1580 和参数  495.111C  

，Pa1010 ，Pa1069.0 10
12 C  673.066C Pa1010 都不

变，而 22C 分别取为 11C 的 3 倍、6 倍、9 倍和 12 倍。

其相速度频散曲线如图 5 所示。可以看出，在此类

问题中，相速度各模态频散曲线均有两个相对的平

坦区域，即频散现象不严重的频率段；纤维方向增

强强度的改变只对相速度较高的那个平坦区域有

影响，即随着纤维增强强度的增加，这个平坦区域

的相速度值随之增高。我们看一下沿纤维方向传播

的竖直剪切波波速和纵波波速 [19]
 /66CVsv

 

m/s2064 、4 种不同情形下的纵波波速分别为 pV  

m/s5328/22 C ， pV ，s/m5753 pV ，s/228m9  

pV 10656m/s 。可以看出，这两个平坦区域的相速

度值与沿周向传播的纵波波速及竖直剪切波波速

很接近。 

2.4  正交各向异性空心圆柱体的周向导波 

为了观察外径厚度比对管道周向导波频散情

况的影响，计算了 4 种相同壁厚不同径厚比的正交

各向异性耐磨材料 SiC-Si3N4 管道中周向导波的相

速度频散曲线。材料密度 3kg/m2510 ，弹性常数

为： ，Pa1065.20 10
11 C Pa1012 10

22 C ， 12C  

，Pa10188.3 10 Pa1052.4 10
66 C ，对于几何尺寸，保

持壁厚为 0.1m 不变， a 分别取 1.9m、0.9m、0.4m

和 0.15m，即它们的外径厚度比分别为 20、10、5

和 2.5。计算时取 7M 。求得的频散曲线如图 5 所

示。从图中可以看出：在一定频率范围内，随着径

厚比的减小，周向导波模态数成减小的趋势，各模

态相速度随频率增加而向一起聚拢则越来越慢；径

厚比的变化对高阶模态的影响要比低阶模态大；当

径厚比从 20 减到 10 时，径厚比对频散曲线的影响

并不十分显著，但随着径厚比越来越小，径厚比的

变化对频散曲线的影响越来越大。 

3  结论 

利用正交多项式展开法研究了正交各向异性

空心圆柱体中的周向导波。可以得到以下结论： 

(1) 该方法利用正交多项式的正交特性把耦合
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的波动方程转化为特征值问题，使得问题得到简

化。 

(2) 通过与已有各向同性和横观各向同性的数

据相比，说明了该方法的可行性，且具有收敛速度

快的特点。 

(3) 对于单向复合材料，纤维方向与波传播方

向一致时，纤维增强强度的变化对于周向导波影响

仅限于频散曲线中接近纵波波速的平坦区数值，增

强纤维的强度越高，这个相速度平坦区域的数值越

高。 

(4) 通过求解不同外径厚度比的正交各向异性

空心圆柱体中的周向超声导波的频散曲线，说明了

径厚比的变化对周向导波频散的影响：在一定频率

范围内，随着径厚比的减小，周向导波模态数呈减

小的趋势，各模态相速度随频率增加而向一起聚拢

则越来越慢；径厚比的变化对高阶模态的影响要比

低阶模态大；随着径厚比越来越小，径厚比的变化

对频散曲线的影响越来越大。 
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