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摘  要：基于更新拉格朗日格式，应用非线性层合三维退化壳元，结合有效的复合材料失效准则、刚度退化模型

以及提出的刚度矩阵奇异判断准则，对复合材料加筋层合板在轴向载荷作用下的压缩极限强度问题进行深入研

究。讨论了铺层方式、板厚等对极限强度的影响。通过与试验结果进行比较，表明基于提出的刚度矩阵奇异判断

准则，结合增量更新拉格朗日格式下非线性层合三维退化有限元的计算方法，能有效计算复合材料加筋层合板的

轴向压缩极限强度，并具有很高的精度。 
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ULTIMATE STRENGTH ANALYSIS OF STIFFENED LAMINATED PLATES 
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Abstract:  Based on the effective failure criterion and the stiffness degradation model for composite material, 

the ultimate strength of stiffened laminated plates is studied. The analysis model is established by nonlinear 

degenerated laminate three-dimension shell element method, which is derived from the incrementally updated 

Lagrangian formulation. In order to obtain the accurate ultimate strength of the plate, a new criterion for judging 

the singularity of the solution matrix is presented. The effects of stacking sequences and thickness of lamina on 

the compressive ultimate strength of the plate are discussed. Comparisons between analytical solutions and test 

results indicate that the nonlinear degenerated laminate three-dimension shell element model is an effective way 

to analyze the axial compressive ultimate strength of composite laminate stiffened plates. The judgment criterion 

proposed in this paper improves the validity of analytical results. 
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复合材料加筋层合板壳极限分析的求解方法

一般都为非线性分析方法，可归为两大类：非线性

解析方法和非线性数值方法[1]。但在实际的工程中，

由于板壳几何形状的复杂性，载荷、材料、板壳厚

度和边界条件的多样性，一般只能用非线性数值方

法来求解。非线性数值方法中以非线性有限元法目

前应用最广泛，也最为实用。 

Smith 和 Dow 研究了复合材料帽形加筋板在轴

向压缩载荷作用下的极限强度，但由于没有对加筋

板进行刚度折减，他们的方法并不准确[2]。后来 Dow

做了大量用于船舶结构的复合材料层合板、加筋层

合板及其他结构连接构件的极限强度实验，并采用

非线性有限元程序对实验结果进行了比较分析[3]。

文献[4]也通过283块简支矩形玻璃钢薄板的压缩屈
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曲极限强度试验，证明复合材料薄板在屈曲失稳后

仍能继续承载。 

Reddy 等用 Layerwise 板理论来对三点弯曲层

合板进行渐进极限分析，层合板的刚度退化依据失

效模式在高斯点进行退化[5]。Hu 将非线性有限元与

考虑非线性面内剪切的非线性本构模型相结合，使

用 Tsai-Wu 失效准则来预测基体的断裂和纤维层的

失效，分析了复合材料层合板受单向面内压缩载荷

作用下的失效载荷[6]。 

最近，Chen 等基于梁柱理论，应用 Smith 法研

究了复合材料船体的纵向极限强度及其可靠性[7]。

Mayes 等建立了层合板材料失效强度的非线性逐步

破坏算法，分析选定的层在单轴和双轴载荷作用下

直至达到极限强度过程中的非线性行为和逐步破

坏[8]。Prusty 根据一阶剪切变形理论和剪切修正因

子，讨论了加筋对极限强度的影响，但其研究在线

弹性范围内，且忽略了发生破坏的分层的刚度[9]。 

由于材料失效准则不尽完善、实验资料不全、

渐进分析方法存在各种缺陷，复合材料结构的极限

分析仍处于发展阶段。本文基于更新拉格朗日格

式，应用非线性层合三维退化壳元，结合有效的复

合材料失效准则、刚度退化模型，并提出刚度矩阵

奇异判断准则，对复合材料加筋层合板在轴向载荷

作用下的压缩极限强度问题进行了深入研究，与试

验的比较证明本文方法具有非常高的精度。 

1  刚度矩阵奇异判断准则 

复合材料加筋层合板的极限强度分析基本步

骤一般是先计算结构的应力或应变，然后判断应力

或应变是否满足材料的失效准则；如果材料失效准

则满足，则对结构的刚度进行退化；然后继续计算

刚度退化后结构的应力与应变，再进行失效准则的

判断；若失效准则满足，则再进行刚度退化，直到

结构达到其极限强度。本文的几何非线性有限元计

算采用基于更新的拉格朗日格式的非线性层合三

维退化壳元。方程求解采用了增量加载法，在每个

增量步长中采用修正的Newton-Raphson方法(MNR

法)。为了解决 MNR 法在收敛性方面的不足，采用

Aitken 加速法。 

复合材料结构渐进极限分析的最终目的是要

得到结构的极限载荷。然而，当结构达到其极限承

载能力时，结构切线刚度矩阵将会发生奇异，这时，

有限元计算程序将无法运行。所以，准确提前判断

结构刚度矩阵奇异，将是准确获取结构极限承载能

力的关键。MNF 法求解的增量形式的有限元方程

为： 
( ) ( )

0
i t t t t i

t tK U R F  
            (1) 

式中，当结构快达到崩溃状态时，切线刚度矩阵 K

将变得很小或奇异。对这一状态进行判断的传统方

法一般有： 

(1) 当迭代不收敛时。采用 MNR 法计算时，

当载荷达到结构极值或极限点时，会出现总不能收

敛的情况。这种方法在程序中要设置一定的收敛允

许步数，一般允许步数应设置大些，因为快到结构

极值或极限点时，计算非线性程度会很严重。所以

这种方法将降低程序的计算效率，且不一定能准确

地找到结构强度极限点； 

(2) 当 K 的矩阵行列式接近 0 时。在采用

Newton-Raphson 方法计算时，载荷达到结构极值或

极限点， K 会奇异，则 K 的行列式自然会等于 0。

但实际计算表明 K 的矩阵行列式接近 0 的标准不

好确定，故这种方法在实际计算中不易实施； 

(3) 当加小量载荷位移突增时，便认为达到了

结构极值或极限点。这是现在广泛采用的一种方

法，这种方法在大多数情况下能很有效地找到结构

极值或极限点。但是什么情况才算是位移突增呢?

突增的标准如何定?而且即使找到位移突增点，也

会与真实的极值或极限点有些距离。 

针对上述方法的不足，本文提出能准确判断刚

度矩阵奇异的刚度矩阵奇异判断准则。根据结构快

达到崩溃状态时，切线刚度矩阵 K 将会病态的特

点，本文在实际计算中采用了 K 的 1 范数与 K 逆

矩阵的 1 范数乘积的倒数小于一小数 (本文取

2.210
-16

)来判断 K 是否已经奇异，然后据此来找

到结构的极限点。该准则可表达如下： 

1 1

1

max | | max | |

sdof sdof

ij ij
j j

i i

k k



 



 

        (2) 

式中， ijk 是 K 中第 i 行第 j 列的元素， ijk  是 K 逆

矩阵中第 i 行第 j 列的元素，sdof 是系统自由度数。 

2  材料失效准则 

复合材料材料失效准则直接关系到复合材料

结构极限强度计算的准确性。目前最常采用的失效

准则有最大应力准则、最大应变准则、Tsai-Wu、

Tsai-Hill、Hoffman、Cowin 和 Malmeister 准则[10]。
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综合来看，最大应力准则和 Tsai-Wu 准则对一般复

合材料的失效判断比较准确。Tsai-Wu 准则的表述

为：当式(4)中的张量关系式满足时，材料失效[11]。 
6 6 6

1 1 1

1i i ij i j

i i j

F F F  
  

           (4) 

式中， i 是材料主轴方向的应力。 

3  刚度退化模型 

通常复合材料刚度退化模型可分为以下三类：

完全退化模型、有限退化模型及剩余刚度退化模

型。相对来说，完全退化模型比较保守，剩余刚度

退化模型比较复杂，而有限退化模型是比较实用且

有效的刚度退化模型。本文在综合考虑了各方面的

因素后，选取有限退化模型作为加筋层合板轴向压

缩极限强度分析时的刚度退化模型。即当结构的某

层某区域应力或应变满足材料失效准则中的关系

式时，根据失效模式进行判别，退化一部分刚度，

仍然保留其他刚度。 

为准确模拟外载作用下结构刚度渐进退化的

过程，本文采取了基于非线性有限元方法的渐进刚

度有限退化计算：首先，计算外载作用下结构各个

高斯点处的应力，把这些应力代入到材料失效准则

判断式看材料是否已经失效，若判断式满足，则在

高斯点处退化其相应的刚度。然后，在相同外载作

用下，继续计算各个高斯点处的应力，再进行材料

失效判断，若仍有高斯点失效，则继续退化其相应

的刚度，计算结构的应力应变，进行材料失效判断，

直到在该载荷作用下再没有其他高斯点失效，然后

增加载荷继续计算。重复上述计算，直到结构达到

其极限强度。 

Tsai-Wu 准则下的刚度退化的处理，先设 
2 2
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在高斯点处，如果式(5)满足，计算各 iH 。然

后比较各 iH ，最大的 iH 项被认为是最主要的失效

模式，与其相应的弹性模量退化为 0。例如：若 1H

最大，则退化相应于 1 方向的弹性模量 1E ；若 4H 最

大，则退化相应于 23 方向的剪切弹性模量 23G ，依

此类推。 

4  加筋层合板的渐进崩溃分析步骤 

加筋层合板渐进崩溃分析的步骤如下： 

(1) 对层合板进行基于更新拉格朗日格式的非

线性有限元计算，解得各高斯点总体坐标下的各应

力分量值； 

(2) 把各高斯点处的各应力分量由总体坐标变

换到材料主坐标； 

(3) 计算各高斯点处的 F 值； 

(4) 如果高斯点处发生失效(即 1F  )，则在每

个失效的高斯点处找出它们当中最大的 maxH ；然后

把这些高斯点上相应于这些 maxH 的弹性模量退化

为 0；重新计算加筋层合板的刚度矩阵，再在相同

外载下进行非线性有限元分析；直至所有高斯点上

没有材料失效发生，然后继续加载； 

(5) 按步骤(1)~步骤(4)循环计算，直到加筋层

合板的刚度矩阵发生奇异，停止计算。这时的外载

荷即为加筋层合板所能承受的最大载荷，即加筋层

合板的极限强度值。 

5  计算实例分析 

下面对由韩国高级科学技术学院 Kong 等人[12]

做的一块T字型加筋层合板和一块工字型加筋层合

板受轴向压力作用下的极限试验进行理论分析，并

将计算结果与试验值进行比较。 

5.1  试验描述 

试验中的加筋层合板的材料为石墨/环氧，材料

特性及强度指标见表 1，两块加筋板的几何尺寸和

几何形状如图 1、图 2 所示[12]。边界条件均为：受

载边夹紧，非加载边自由。加筋板均由面板和加筋

两 部 分 组 成 ， 面 板 的 铺 层 方 式 均 为 ：

s45]/[0/90/45/0  ，层数为 10，加筋的铺层方式均为：

s45][0/90/  ，层数为 8。 

 

图 1  试验中加筋板的形状及尺寸示意图 

Fig.1  Geometry of stiffened plates 

 

工字型加筋             T 字型加筋 

图 2  加筋条横剖面的形状及尺寸示意图 

Fig.2  Cross section geometry of stiffener 

单位： 
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表 1  加筋板材料特性及强度指标 

Table 1  Material properties 

名称 符号 数值 

材料 1 方向的弹性模量 E1 130.0 GPa 

材料 2，3 方向的弹性模量 E2、E3 10.0 GPa 

12 和 13 方向的剪切模量 G12、G13 4.85 GPa 

23 方向的剪切模量 G23 3.62 GPa 

泊松比 12、13 0.31 

泊松比 23 0.52 

材料 1 方向拉伸强度 XT 1.933 GPa 

材料 1 方向压缩强度 XC 1.051 GPa 

材料 2 方向拉伸强度 YT 51 MPa 

材料 2 方向压缩强度 YC 141 MPa 

剪切强度 S 61 MPa 

5.2  有限元模型 

为了方便与文献[12]的试验值进行比较，这两

块层合板的命名跟文献[12]一致，分别为：S1 和 S3。

这里采用前面所述的更新拉格朗日格式下的非线

性层合三维退化有限元来对 S1 和 S3 进行非线性极

限强度分析，单元采用 9 节点二次拉格朗日单元。

为了减少分析时间，根据结构的对称性，取 1/4 的

S1 和 S3 来分析，它们的有限元单元划分如图 3、

图 4 所示，网格离散方式见表 2。 

表 2  单元划分 

Table 2  Finite element meshing 

 面板 腹板 翼板 折边 

S1 85 82  82 

S3 85 82 82 82 

 

图 3  S1 的有限元网格划分 

Fig.3  FEM mesh of S1 

 

图 4  S3 的有限元网格划分 

Fig.4  FEM mesh of S3 

5.3  极限分析 

材料失效准则采用 Tsai-Wu 准则；材料刚度退

化模型采用有限刚度退化模型。计算过程中，在一

定载荷作用下，若材料失效准则满足，则在高斯点

进行刚度退化，直至在该载荷作用下不再有单元失

效发生，然后再继续加载。 

直到加筋层合板在某一载荷下，式(2)的极限点

判定准则满足，认为加筋层合板刚度矩阵已经奇

异，加筋层合板达到极限强度，极限分析结束。 

5.4  比较分析 

由更新拉格朗日格式下的非线性层合三维退

化有限元结合 Tsai-Wu 准则和有限刚度退化模型计

算得到的 S1 和 S3 的轴向位移-轴向压缩载荷图分

别如图 5 和图 6 所示。 

由图 5 可见 S1 的计算值与实验点是很接近的，

这表明了本文方法对复合材料加筋层合板计算的

正确性和有效性。由表 3 可知本文对加筋层合板的

理论计算值与试验值之间最大相对误差值只有

6%，可见本文对加筋层合板极限强度的理论计算是

相当精确的。 
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图 5  S1 轴向位移-轴向压缩载荷 

Fig.5  Axial compression of of S1 
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图 6  S3 轴向位移-轴向压缩载荷 

Fig.6  Axial compression of S3 
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表 3  计算值、实验值及相对误差 

Table 3  Analytical results, results from the test, and relative 

error between them 

 S1 S3 

计算值/kN 28.4 60.0 

实验值/kN 26.8 61.4 

相对误差/% 6 2.3 

5.5  铺层方式对轴向压缩极限强度的影响 

为了研究铺层方式对加筋层合板轴向压缩极

限强度的影响，基于 Tsia-Wu 失效准则分别计算了

三块几何尺寸及材料特性分别与 S1 和 S3 相同的加

筋层合板 H1 和 H2 在分别为 0、30、45、60、

90时的轴向压缩极限强度。H1 和 H2 的面板的铺

层方式均为[0/90//0/ ]s，层数为 10，加筋的铺层

方式均为[0/90/ ]s，层数为 8。计算结果如图 7 和

图 8 所示。 
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图 7  H1 加筋板的压缩强度-铺层角() 

Fig.7  Compressive strength vs. Angle() of H1 
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图 8  H2 加筋板的压缩强度-铺层角( ) 

Fig.8  Compressive strength vs. Angle( ) of H2 

由图 7 可见，对于面板的铺层方式均为

[0/90//0/ ]s，层数为 10，加筋的铺层方式均为

[0/90/ ]s，层数为 8 的 T 字型加筋层合板 H1，当

铺层角为 0时板的轴向压缩极限强度为最大值，

为 90时板的轴向压缩极限强度为最小值。而

为 45时加筋板的轴向压缩极限强度也为大值。 

由图 8 可见，对于面板的铺层方式均为

[0/90//0/ ]s，层数为 10，加筋的铺层方式均为

[0/90/ ]s，层数为 8 的工字型加筋层合板 H2，当

铺层角为 30时板的轴向压缩极限强度为最大值，

为 0时板的轴向压缩极限强度为最小值。而为

45时加筋板的轴向压缩极限强度也为大值。 

由以上现象可知，面板和筋条的铺层方式对不

同加筋形式的加筋层合板的轴向压缩极限强度的

影响是不同的。 

5.6  板厚对轴向压缩极限强度的影响 

为了研究板厚对T字型和工型加筋层合板轴向

压缩极限强度的影响，基于 Tsia-Wu 失效准则分别

计算了两块几何尺寸、材料特性以及铺层方式分别

与 S1 和 S3 相同的加筋板 I1 和加筋板 I2 在单层板

厚分别为 0.10mm、0.12mm、0.14mm 及 0.16mm 时

的轴向压缩极限强度。计算结果如图 9 和图 10 所

示。 
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图 9  I1 加筋板的压缩强度-单层板厚 t 

Fig.9  Compressive strength vs. thickness of lamina t of I1 
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图 10  I2 加筋板的压缩强度-单层板厚 t 

Fig.10  Compressive strength vs. thickness of lamina t of I2 

由图 9 和图 10 可见，随着面板和加筋单层板

厚的增大，加筋层合板极限压缩强度几乎成比例增

大。由此可见，面板和加筋的单层板厚对加筋层合

板轴向压缩极限强度的影响是很大的，而且随着面

板和加筋单层板厚的增大，轴向压缩极限强度成比

例快速增大。 

6  结论 

基于复合材料失效准则、复合材料有限刚度退

化模型以及本文提出的刚度矩阵奇异判断准则，应

用增量更新拉格朗日格式下非线性层合三维退化

有限元方法研究了加筋层合板的轴向压缩极限强
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度，以及不同加筋形式加筋层合板的轴向压缩极限

强度。经过与实验比较，该方法得到的理论计算值

与实验结果非常吻合。 

本文还讨论了铺层方式和单层板厚对不同加

筋形式加筋层合板轴向压缩极限强度的影响。并得

到以下结论： 

(1) 基于复合材料失效准则、复合材料有限刚

度退化模型以及本文提出的刚度矩阵奇异判断准

则，结合增量更新拉格朗日格式下非线性层合三维

退化有限元的计算方法能有效计算不同加筋形式

加筋层合板的轴向压缩极限强度，并具有很高的精

度； 

(2) 铺层方式对复合材料加筋层合板的轴向压

缩极限强度影响很大，但对于不同长宽比的复合材

料加筋层合板及不同加筋形式的复合材料加筋层

合板铺层方式的影响是不同的； 

(3) 板厚对不同加筋形式的加筋层合板的轴向

压缩极限强度的影响非常大，而且随着板厚的增

大，不同加筋形式的加筋层合板的轴向压缩极限强

度几乎成比例快速增大。 
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