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温度场中输电线在谐扰力作用下的 

1/3 次亚谐共振研究 
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摘  要：研究输电线在温度场中谐扰力作用下的 1/3 次亚谐共振问题，应用动力学方法建立温度场中受谐扰力作

用输电线的非线性振动方程。根据非线性振动的多尺度解法，得到系统满足 1/3 次亚谐共振情况的近似解，并对

其进行数值计算。分析温差变化、外部激励、谐调值、系统阻尼等对系统的影响。得到系统失稳的临界温度。系

统随着调谐值和温差的增加，响应曲线的幅值增加；随着阻尼的增加，幅频响应曲线向开口方向移动。 

关键词：输电线；非线性振动；多尺度法；1/3 次亚谐共振；温度场 
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1/3 SUBHARMONIC RESONANCE OF SUSPENDED CABLE SUBJECTED 

TO HARMONIC EXCITATION IN TEMPERATURE FIELD 
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Abstract:  1/3 subharmonic resonance of suspended cable subjected to harmonic excitation in temperature field 

is studied. The nonlinear vibration equation of cable subjected to harmonic excitation in temperature field is 

established by means of dynamics theory. According to the method of multiple scales for nonlinear vibrations the 

approximation solution of 1/3 subharmonic resonance of the system is obtained. Numerical analysis on the 

influence of temperature, excitation, detuning, and damping on the system is carried out. Suspended cable may 

break when critical temperature difference occurs. With the increasing of detuning and temperature difference, 

amplitude response curves increase. With the increase of damping, amplitude frequency curves move to the 

opening mouth. 

Key words:  suspended cable; nonlinear vibration; the method of multiple scales; 1/3 subharmonic resonance; 

temperature field 

 

输电线的振动是引起输电线路发生故障的主

要原因之一。因此分析输电线的振动是一个重要的

实际问题，对线路的安全具有重要的意义。文献[1~4]

对架空电线的非线性振动作过一定的研究，特别是

文献[3,4]，对有初始弛度的电线进行了自由振动和

强迫振动的非线性分析。文献[5]讨论了温度场中两

端固定直杆的主共振与奇异性问题。文献[6]研究了

简谐激励作用下悬垂缆线的谐波共振问题。文献[7]

研究了输电导线热辐射温度场问题。文献[8]对高温

超导电缆进行实验研究，指出在高温超导电缆正常

运行中影响超导带材临界电流大小的直接原因是

温度和磁场强度。向裕民[9]研究了平行载流导线在
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安培力作用下的参数共振问题。输电线工作环境恶

劣，承受的温差有时很大，本文根据热膨胀理论考

虑温度影响下的输电线受谐波激励作用下的 1/3 次

亚谐共振问题，研究了温度变化、阻尼、外部激励

等对电线非线性振动的影响，得到了一些结论，这

对架设电线的安全会起到积极的作用。 

1 基本方程 

如图 1 所示[4]，两端悬垂的电线跨度为 l ，横

截面积为 A ，材料弹性模量为 E 。在静平衡时，电

线在 x 处下垂 ( )y x ，初始张力为 1N (忽略电线自然

长度与 l 的差别)。如图 2，考虑对应 dx的电线之中

心线线段 0dr

，其始、末端对其平衡位置的位移为

( , )u x t 、 ( , )v x t 和 dxu u x 、 dxv v x 。 0d d dr xi yj 
 

，

1r ui vj  
 

， 2 ( d ) ( d )x xr u u x i v v x j    
 

， dr 


 

0 2 1dr r r 
  

。对应 1 0dPP s , 1 dP P s  。则： 
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图 1  力学模型 

Fig.1  Mechanical model 

 

图 2  微元模型 

Fig.2  Infinitesimal model 

电线应变为 0 0(d d ) / ds s s   ，假设
2
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x xu v ，略去
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和 2
xu 可得： 
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考虑温度变化对电线张力的影响，电线在 P点

处所受的张力为： 

0N N EA                (2) 

其中 0 1N N TEA   ，而 E 是输电线的弹性模量，

A 是输电线的横截面面积， 为热膨胀系数， T 为

温度变化。 

电线的势能、动能和外力的功分别为： 
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W Ag f x t v x           (5) 

式中  为电线密度，“.”表示对时间求导数， ( , )f x t

表示单位长度上沿 y 轴方向所受的力。 

根据哈密顿原理：
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                (6) 

由式(6)分部积分可得： 
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( , )f x t Av                              (8) 

式(7)和式(8)为考虑初始弛度影响下电线在平

面内的运动方程。其中纵向分力 Au 较横向分力

Av 小，略去纵向分力，由式(7)得： 
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d 2
x x x

y
u v v e t

x
               (9) 

加入边界条件 (0, ) ( , ) 0u t u l t  ，得： 
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将式(9)和式(10)代入式(8)，得电线横向振动的

偏微分方程： 
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( , )f x t Av                           (11) 

为了方便起见，将方程(11)化为无量纲形式，

引入： 

0

0 0 0

, , , , ,
aEA x v y

s b x v y t
N l l a a

          (12) 

其中 0a 为电线跨度中点的初始弛度，为电线的一

阶线性频率。与张力 0N 相同的直电线的一阶线性频

率为： 

0
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则方程(11)变为： 
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式中
2
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 
， v 表示 v 对 的二阶导

数。 

设电线受均布的横向载荷为： 

0( , ) ( )f x t P f t               (15) 

式中 0P 是单位长度所受的均布横向载荷幅值(电线

受风雨作用简化而成)。假设电线两端等高，则： 

(0, ) ( , ) 0v t v l t             (16) 

假设电线的初始弛度和位移分别为： 
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于是     0
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将式(18)代入式(14)，应用伽辽金过程，得： 
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考虑材料、空气对振动的影响，加入阻尼力

q  ，设 ( ) cosf t t ，  为外扰力频率。则以

1
cosf


 

 

 
 

 

 代入式(19)，得： 
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
           (21) 

2  系统的 1/3 次亚谐共振 

2.1  一次近似解 

研究表明系统在简谐激励下会发生激励频率

1/3 的受迫振动，当这种振动的频率与系统自由振

动的频率相同时，也是一种共振，称为 1/3 次亚谐

共振。此时阻尼力、非线性力与惯性力、线性力相

比都是小量，在它们前面加以小参数  ，方程(21)

变为： 

2 3
2 3 cosq q q q P q


   


          (22) 

为研究系统的 1/3 次亚谐共振，引入调谐参数 ，

由下式确定： 

3    ， (1)o           (23) 

根据多尺度法[10]研究 1/3 次亚谐共振的一次近

似，采用两个时间尺度 0 1T T， ，设： 

0 0 1 1 0 1( ) ( , ) ( , )q t q T T q T T          (24) 

将式(24)代入式(22)，比较 同次幂的系数，得到一

组线性偏微分方程： 
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式(25)的解为： 
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，cc 为

等式右端函数的共轭复数。 

将式(27)代入式(26)，整理得： 
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将式(23)代入上式，得消除永年项的条件： 
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分离实、虚部得： 
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设 1( 3 )T    ，则式变为： 
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2.2  定常解及其存在条件 

令 1 0D a  ， 1 0D  ，得确定对应 1/3 次亚谐共

振的一次近似定常解的代数方程组： 
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3 2 2
3 3 3

9 9
9 cos

8 4
a a aB a B           (32) 

消去上两式中的 ，得： 
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上式为 1/3 次亚谐共振的幅频响应方程。 

分析 1/3 次亚谐共振存在的条件： 

由式(33)解出 2a ，得： 

2 2a P P Q                 (34) 

其中 
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由于 0Q  ，式(34)取得正解的条件是 0P  且
2P Q ，由此得到 1/3 次亚谐共振存在的必要条件： 
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3
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
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3 34
(2 )B B        (35) 

此处第一个不等式要求 0  ，第二个不等式

表明增加阻尼可破坏 1/3 次亚谐共振。当上式条件

不满足时，方程(30)只有定常解 0a  。由式(34)可

见，此时系统的一次近似响应与线性系统在远离共

振频段的响应相同。 

为了进一步讨论 1/3 次亚谐共振的必要条件，

视式(35)中的 2B 为未知量，解二次不等式得： 
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B


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2
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不难证明，上式中第二个不等式覆盖了第一

个，从而成为 1/3 次亚谐共振的存在条件。 

根据该条件，图 3 给出了三种温差下产生 1/3

次亚谐共振时激励幅值 0P 和调谐值 的关系。在温

度变化 T 取确定值时，图 3 中每条曲线的右上方

是系统 1/3 次亚谐共振存在非零解的区域，其计算

所取参数与数值分析结果部分相同。 
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图 3  解的存在区域 

Fig.3  Existence region for solutions 

2.3  定常解的稳定性 

类似与对主共振的稳定性分析，将方程(30)在

( , )a  处线性化，形成关于 a 、  的自治微分方程： 

2
1 3 3

1 3 3 3

1 3 3
sin cos

2 2 4

3 9 9
cos sin

4 4 4

D a aB a a B

D a B a aB

     

      

 
       

 

 
       

 

 

 (36) 

该方程的特征方程为： 

3 2
3 3

2
3 3

1 9
9

2 3 8
det 0

3 9 3

8 2

a a aB

a B
a a


   

 
  

  
     

   
  
      
  

(37) 

展开得： 

2 2 3 2
3 3

3 1 9
9

4 3 8
a a aB     

 
      

 
 

2
3 3

3 9
0

8
a B

a a


 

 
   

 
        (38) 

由于 0  ，1/3 次亚谐共振失稳的条件为： 

2 3 2
3 3

2
3 3

3 1 9
9

4 3 8

3 9
0

8

a a aB

a B
a a

   


 

 
    

 

 
   

 

 

2.4  数值分析结果 

如无特殊声明参数取值为： 50ml  ， E   
510 MPa， 6mmd  (输电线直径) ， 0 4N/mP  ， 0a   

100mm， 0.1  ， 0 200NT  ， 51.68 10 /   ℃，

10 CT    ，由式(33)可以计算系统 1/3 次亚谐共

振的响应曲线，分析不同参数对响应曲线的影响。 

(1) 当改变系统 1/3 次亚谐共振的温差 T 时，

考虑振幅 a 和调谐值 之间的关系。图 4 为三种不

同温差时系统 1/3 次亚谐共振幅频响应曲线。由图

可知，当温差在 5T   ℃时组成 1/3 次亚谐共振幅

频响应曲线的上下两支曲线的距离最大。 

(2) 当改变系统 1/3 次亚谐共振的调谐值 时，

考虑振幅 a 和温差 T 之间的关系。图 5、图 6、图

7 为 3 种不同调谐值时系统 1/3 次亚谐共振的振幅

温差响应曲线。由图可知，调谐值 的减小有利于

振幅 a 的减小。当曲线在 4T   ℃左右时，振幅 a

为无穷大。这是由式
2

0

3 2 2
0 1

8

π ( )(2 π )

l P
P

a N TEA 


  

决定的。当 1N
T

EA
   时，此式称为临界温度变化，
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此时 P 为无穷大，于是振幅也就无穷大。 
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图 4  幅频响应曲线 

Fig.4  Amplitude - frequency response curve 
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图 5  振幅温差响应曲线(σ=3) 

Fig.5  Amplitude - temperature response curve (σ=3) 
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图 6  振幅温差响应曲线(σ=2) 

Fig.6  Amplitude - temperature response curve (σ=2) 
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图 7  振幅温差响应曲线(σ=1) 

Fig.7  Amplitude - temperature response curve(σ=1) 

(3) 当改变系统 1/3 次亚谐共振的调谐值 时，

考虑振幅 a 和激励幅值 0P 之间的关系。图 8 为三种

不同调谐值时系统 1/3 次亚谐共振的力幅响应曲

线。由图可知，调谐值 的减小有利于振幅 a 的减

小。 
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图 8  力幅响应曲线 

Fig.8  Amplitude - excitation response curve 

(4) 当改变系统 1/3 次亚谐共振的阻尼  时，

考虑振幅 a 和调谐值 之间的关系。图 9 为三种不

同阻尼时系统 1/3 次亚谐共振幅频响应曲线。由图

可知，增大阻尼可使幅频响应曲线向开口方向移

动。 

 

振
幅

a
/m

 

调谐值 σ/(rad/s) 

 =0.05 

 =0.08 

  =0.1 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 
- 6                 - 4                - 2                  0                  2                 4                 6 

 

图 9  幅频响应曲线 

Fig.9  Amplitude - frequency response curve 

3  结论 

(1) 对比温度变化，在所取参数条件下，系统

在温差为 5T   ℃附近幅频响应曲线的上下两支

曲线的距离最大。 

(2) 在满足式(23)和式(35)条件下，随着调谐值

 和温差 T 的增大，系统的振幅温度响应曲线和

力幅响应曲线的幅值增大。 

(3) 在满足式(35)和线性小阻尼情况下，增大阻

尼可使幅频响应曲线向开口方向移动。 

以上结果是理论分析得到的。 
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