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多孔材料剪切局部化中的尺寸效应 
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摘  要：微孔洞的尺寸对于孔洞长大率的影响显著，研究了这种尺寸效应在延性材料的塑性流动局部化中的作用。

在拓展的 Gurson 模型基础上，采用 Rice 提出的一个简单的模型，剪切带内外的材料在发生塑性流动局部化时分

别为不同的响应，讨论了孔洞尺寸 a 和初始孔洞体积百分比 0f 的影响。结果表明：考虑孔洞尺寸后单轴拉伸曲

线变化比较大，但剪切带角度几乎没有变化。 
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THE VOID-SIZE EFFECT ON PLASTIC FLOW LOCALIZATION FOR 
POROUS SOLIDS 
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Abstract:  Recent studies have shown that the size of microvoids has a significant effect on the void growth rate.  
The purpose of this paper is to explore whether the void size effect can influence plastic flow localization in 
ductile materials.  We have used the extended Gurson’s dilatational plasticity theory, which accounts for the void 
size effect, to study plastic flow localization in porous solids. The localization model of Rice is adopted, in which 
the material inside the band may display different response from that outside the band at the incipient moment of 
plastic flow localization. The present study shows that the void size has some effect on the uniaxial tensile curves, 
but little or essentially no effect on the shear band angle. 

Key words:  plastic flow localization; Gurson model; size effect; strain gradient; linear work hardening 
 

延性材料的塑性变形过程中，剪切带的出现是

非常重要的现象，它描述了高度局部化变形的形

成。剪切带内部应变的增加远远快于整体的应变的

增加，这将导致在整体应变稍高于发生塑性流动局

部化的应变时，就发生剪切破坏。 
继 Rice 的工作之后，在塑性流动局部化中对不

均匀缺陷分布因素的影响的研究有重要的发展(详
看评论性文章，如 Yamamoto[1], Saje, Pan 和

Needleman[2])。Ohno 和 Hutchinson[3]、Huang[4]利用

Gurson[5]的膨胀塑性理论研究孔洞的不均匀分布的

影响，Huang 和 Hutchinson[6]则探讨了包含缺陷簇

的材料中的软化问题。然而这些研究都没有考虑在



2 工    程    力    学 

塑性流动局部化中尺寸因素(如：孔洞尺寸)的影响，

因为经典的本构模型或膨胀塑性理论都不包含材

料的特征长度。 
最近的实验[7~16]已多次表明当与不均匀塑性变

形相关的特征长度在微米量级时，金属材料呈现显

著的尺寸效应。Fleck、Hutchinson Gao 和 Huang[17-19]

等人把微米量级的特征材料长度与塑性应变梯度

这两个物理量一起引入本构关系，发展了应变梯度

塑性理论。Fleck 和 Hutchinson[20]，Shi, Huang 和

Hwang[21]在应变梯度塑性理论的小变形框架下提

出了一个简单的塑性流动局部化模型，在塑性流动

局部化时剪切带内材料发生软化，或者在经过一个

硬化阶段后软化，然而这些应变梯度理论并没有考

虑多孔材料。 
Hwang, Wen 和 Huang[22]在 Taylor 位错模型的

基础上，把 Gurson 膨胀塑性理论加以拓展，考虑

了孔洞的尺寸因素的影响。在本文中将利用这一塑

性理论来研究剪切带内的塑性流动局部化。取

Rice[23]中最简单的一种情况，我们假设在带内和带

外材料的响应都是均匀的。一旦达到了临界应变，

在剪切带内外的材料将分别发生软化和硬化。在剪

切带的交界面上，应变是连续的，然而应变率不连

续。为简单起见，只限于小变形。 

1  平面应力的剪切局部化模型 

我们考虑在承受平面应力单向拉伸的无限大

平板，当载荷达到一临界值(基体拉伸应力为 UTSσ )

时，开始出现剪切带(如图 1(b)所示)。平板为多孔

材料，基体为线性硬化，基体材料的拉伸曲线如图

1(a)表示，其中 E 为弹性模量， tE 为硬化模量。初

始屈服应力为 Yσ 。在拉伸应力 UTSσ 处，剪切带内

的材料开始发生软化，对应的临界应变为： 

t

YUTSY
N EE

σσσε −
+=  

无限大的材料承受均匀的平面应力单向拉伸， 
0,0 32313322 ==== ΣΣΣΣ     (1) 

这里 ijΣ 和 ijE 表示多孔材料的宏观应力和应

变，以区别于基体应力 ijσ 和应变 ijε 。在发生局部

化之前，应力、应变在带内外处处相等。当基体应

力达到 UTSσ 时，在剪切带内的材料发生软化(软化

模量为 SE )，塑性流动局部化开始。在此刻，整个

材料中，应力、应变仍然处处相等，但是它们的率

在剪切带内与剪切带外的值不再相等，上标 B 对应

于带内，上标 O 对应于带外。在交界面处应满足以

下率形式的拽力连续与切向应变连续条件： 

jijj
B
ij nn 0ΣΣ && =                   (2) 

jiijji
B
ij ssEssE 0&& =                 (3) 

这里 n和 s分别是在( 1x , 2x )平面内垂直和平行于剪

切带的单位矢量， θcos21 =−= sn ， θsin12 == sn ，

θ 是剪切带的倾角(如图 1(b)所示)。 
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图 1(a)  基体材料的单向拉伸曲线; (b) 剪切带及半无限体 

Fig.1(a)  Uniaxial tensile curve of the matrix; (b) Shear band 

and infinite blocks 

2  满足经典 J2 流动理论的弹塑性材

料的剪切局部化 

经典的弹塑性材料不含孔，内部结构均匀，因

此无需区别宏观与基体应力应变，在本小节一律用

小写来表示。由 J2 流动理论本构关系与平面应力的

条件 033 =σ& 可以得到 33ε& 与 11ε& , 22ε& 之间的关系。 

2
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其中： 
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ν 为泊松比，λ 和 µ 为拉梅常数， ijσ ′ 为应力偏斜分

量，Y 表示材料的当前屈服应力(即出现塑性流动局

部化时的拉伸应力 UTSσ )。开始出现塑性流动局部

化之后，对于剪切带之外的材料上式仍然适用，但

对于剪切带内的材料，应用 sE− 取代 tE 。 
由条件(2)，(3)可以导出关于 B

11ε& ， B
22ε& ， B

12ε& 的

三个方程(前两个由(2)导出，后一个由(3)导出)。 
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图 2  发生塑性流动局部化时，剪切带角度θ 随软化模量

EEs / 的变化图 

Fig.2  Shear band angle θ  versus softening modulus EEs /  

at the instant of plastic flow localization 

其中： 
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BBB
122211 ,, εεε &&& 的系数行列式为零的条件对应于在剪

切带内外发生塑性应变率分叉，并给出θ 的两个解

1cosθ 和 2cosθ ，图 2 为发生塑性流动局部化时，剪

切带的角度随无量纲化软化模量 EEs / 的变化图。

当软化模量 0=sE 时，可以得到理想塑性材料的平

面应力剪切带倾角经典理论解 6135 ′= oθ (此结果可

以由理想塑性材料的经典理论得到，例如参见[24])。 

3  考虑尺寸效应的多孔材料 Gurson
模型本构关系 

Hwang 等[22]基于圆柱形胞元推导了考虑尺寸

效应的 Gurson 模型的屈服函数，利用同样的方法

可以得到球形胞元模型的屈服函数 
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其中 mσ 是基体材料的拉伸流动应力， f 是孔洞体

积百分比， mσ 的演化依赖于塑性功率： 
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孔洞增长率与应变率球量相关： 
p
kkEff && )1( −=                    (9) 

类似于[22]中的(16)式， CBA ,, 可以由数值非线性曲

线拟合得到： 
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孔洞尺寸因子 k 定义为 
p
kkE

af
l

f
Lk ==                 (12) 

参数 CBA ,, 假设为(10)的表达形式，是为了满

足当 0=k (即不考虑尺寸效应)时，(7)可以退化到经
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典的 Gurson 屈服函数( 1,1,1 2 =+== CfBA )。曲线

拟 合 表 达 式 (10) 、 (11) 的 适 用 范 围 是

10~0,1.0~10 5 == − kf 。图 3 给出了利用公式

(10)、(11)得到的近似屈服函数(7)与精确形式的屈

服函数(见[22])之比较。其中虚线为积分形式的屈服

函数，实线为近似屈服函数(7)，从图中可以看出二

者符合得很好。 

0 2 4 6
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

Σ eq
v/(2

σ Y)

f=0.01
k=0, 0.2, 1, 2, 4, 10

 
图 3  按近似拟合公式计算的屈服面(实线)与按精确积分公

式计算的屈服面(虚线)之比较 

Fig.3  Comparison of yield curves between numerical fitting 

(solid line) and precise integral (dotted line) 
这里 33 / baf = ，a, b 分别是球形胞元的内外半

径， l 是材料的特征长度，由 Gao，Huang 等[17,18]

定义，而在 Fleck 和 Hutchinson[19]的理论框架中 l 对
应于 2/1l ，这里 1l 是材料的三个特征长度之一

)3,2,1( =ili 。 

假设正交法则 
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这里流动因子Λ 由一致性条件来确定：(7)式对时间

t 求导，利用(8)-(12)式，可得： 
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宏观的应变率由弹性和塑性两部分组成 
p

ijijkkij
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EEE &&&&&& +−+=+= δΣνΣν1    (15) 

4 多孔材料剪切局部化中的尺寸效应 

对于平面应力的局部化模型(如在式(1)的情况

下)，基体材料的单向拉伸曲线由图 1(a)描述，利用

上一节给出的拓展的本构关系式(15)及对两个半无

限体的的加载情况(1)可得 
0,0 0

32
0
31

0
33

0
22 ==== ΣΣΣΣ &&&&    (16) 

图 4 显示了由考虑尺寸效应的 Gurson 本构关

系(15)式计算得到的多孔材料单向拉伸的宏观单向

应力应变曲线图，初始孔隙比(孔洞体积百分比)为
07.00 =f ，材料的特征长度与孔洞半径的比值 al /

为 0 到 10。基体材料的泊松比 3.0=ν ，屈服应力

EY 002.0=σ ，线性硬化模量 EEt 2.0= ，这里 E 是

杨氏模量。 0/ =al 的曲线对应于不考虑尺寸效应的

经典 Gurson 模型，由于材料特征长度为微米量 
级[17,18]， 1/ =al 到 10 对应于微米和亚微米量级的

孔洞。从图中可以看出在单向拉伸曲线中孔洞的尺

寸效应的影响。 
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图 4  多孔材料单向拉伸的应力应变曲线。 

Fig.4  Uniaxial tensile stress-strain curve of a porous material  
当基体应变 mε 达到临界应变 Nε (或者基体应

力 mσ 达到 UTSσ ，图 1(a))，剪切带内的材料开始软

化，而在剪切带外的半无限体内的材料继续硬化。

在剪切带内外的应力和应变开始不同。此刻，带外

非零的应力率为 0
11Σ& 。非零的应变率 0

11E& 、 0
22E& 和 0

33E&

可以由式(15)获得。 
在剪切带内非零的应力率 B

11Σ& , B
22Σ& 和 BB

2112 ΣΣ && =

也可以通过式(15)求逆(注意式(14)中 H 的表达式中

tE 应换为 sE− )由应变率 BE11
& , BE22

& , BE33
& 和 BB EE 2112

&& =
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表示，其中 BE33
& 可利用平面应力条件 033 =BΣ& ，通过

BE11
& , BE22

& 表示： 
),( 22113333

BBBB EEEE &&&& =              (17) 
连续性条件(2)、(3)导出关于 BBB EEE 122211 ,, &&& 的三

个线性代数方程(两个由式(2)导出，一个由式(1)导
出)。 BBB EEE 122211 ,, &&& 的系数行列式为零的条件对应于

在剪切带内外发生塑性应变率分叉，并给出θ 的两

个解 1cosθ 和 2cosθ (如图 5 所示)。 
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图 5  发生塑性流动局部化时(a)剪切带角度随 al / 的变化

图；(b)剪切带角度随 0f 的变化图。 

Fig.5  At the instant of plastic flow localization (a) shear band 

angle versus the ratio of intrinsic material length to the void 
radius al / ; (b) shear band angle versus 0f  

在图 5 中除泊松比、屈服应力和硬化模量之外，

我 们 假 设 破 坏 强 度 EUTS 01.0=σ ， 软 化 模 量

EEs 1.0= 。图 5(a)显示了在孔洞体积百分比为

07.00 =f 时，剪切带角度θ 随比值 al / (材料特征长

度和微孔洞半径之比)的变化图，图中曲线比较平

坦，表示孔洞的尺寸对于剪切带的角度没有本质上

的影响。图 5(b)为在 1/ =al 时，剪切带的角度θ 随

初始孔洞体积百分比 0f 的变化图。图中可以看出剪

切带的角度更依赖于初始孔洞体积百分比。图 6(a,b)
分别显示了发生塑性流动局部化时的临界应力

EΣ /11 和临界应变 11E 随 al / 和 0f 的变化图。从图

中可以看出减小孔洞半径 a 和减小孔洞体积百分比

0f 都可以增强多孔材料的强度。 
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图 6  发生塑性流动局部化时(a)临界应力 EΣ /11 和临界应

变 11E 随 al / 的变化图；(b)临界应力 EΣ /11 和临界应变

11E 随 0f 的变化图 

Fig.6  At the point of plastic flow localization (a) critical 
stress EΣ /11  and critical strain 11E  versus al / ; (b) 

critical stress EΣ /11 and critical strain 11E  versus 0f  

5  结论 

我们利用拓展的 Gurson 膨胀塑性理论[22]研究

了多孔材料塑性流动局部化中的尺寸效应。采用了

Rice 的局部化模型，在发生塑性流动局部化时剪切

带外部材料继续硬化，而剪切带内部材料则开始软

化。尽管孔洞的尺寸效应对多孔材料的强度有明显

的影响，但是研究表明，它对于剪切带的角度影响

不大。 
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