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改进的响应面方法在二维连续 
体形状优化中的应用 

*隋允康，李善坡 
(北京工业大学工程数值模拟中心, 北京 100022) 

摘  要：在二维连续体结构形状优化中，采用响应面方法近似求解约束的敏度来建立模型：根据结构分析的响应

值，可以拟合出复杂响应对设计变量的显函数。为克服各试验点的拟合值与结构真实响应值之间的误差，发展了

一种在中心试验点精确拟合的方法，提高了模型的精度，收到了良好的效果。 
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THE APPLICATION OF IMPROVED RSM IN SHAPE OPTIMIZATION OF 
TWO-DIMENSION CONTINUUM 

*SUI Yun-kang , LI Shan-po 
(Numerical Simulation Center for Engineering, Beijing University of Technology, Beijing 100022, China) 

Abstract:  RSM is used to establish models in shape optimization for two-dimension continuum by solving 
sensitivity of constraint conditions approximately, that is, complicated response function in terms of design 
variables can be fitted according to the responses of structural analysis. The error between the fitting value and the 
structural response value at the design point will affect precision of optimization. This paper provides an 
improved method that fitting accurately at the central design point. The examples demonstrate that it is a feasible 
and efficient method. 
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敏度分析是结构优化建立模型的前提，在传统

的结构形状优化中，一般采用解析法或差分法[1]进

行敏度分析，Wang[2]等详细评述了有限元敏度分

析；Ramakrshnan和 Francavilla[3]给出了有限元方法

的形状优化敏度分析，对解析方程进行了求导；张

德欣[4]等建立了边界元的全解析敏度分析技术,并
将该技术与通用的形状优化设计算法相结合，对二

维平面应力下的弹性体进行了形状优化；郭旭[5]等

提出了一种利用伴随变量进行结构形状优化灵敏

度分析的方法。 
一般讲，解析的敏度分析方法的理论推导是很

复杂的，而差分法的精度受到差分步长的影响。为

了克服这些解析方法和差分方法求解敏度的缺点，

本文采用改进的响应面方法[6~10]建立模型。所谓响

应面方法，即 RSM(Response Surface Method)，是
在一定的范围内根据设计变量的试验设计值进行

一系列的结构分析，然后用这些结构分析的响应值

拟合出约束的近似显函数，对于形状优化进行了求
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解。然后用优化算法进行结构优化。RSM方法简单
可行，但是在每个试验点，拟合值与结构真实响应

值之间都存在误差，因而影响了优化的精度。本文

针对这一缺点，采用两种方法推导出了在中心点精

确拟合的公式，即改进的响应面方法的公式。 

1  响应面方法简介 

响应面方法是试验设计与数理统计相结合的

近似建模方法，在试验测量、经验公式或数值分析

的基础上，于指定的试验点集合组成的高维空间中

构造待测定量的逼近函数即响应面。响应面方法欲

构造的函数可采用简单的代数形式，通过回归计算

拟合出复杂的响应关系。响应面近似函数通常使用

线性函数或二次函数，线性函数形式如下： 
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其中 y~为待构造的响应函数， k为试验点向量的维
数，β 为待定系数。至于二次函数的形式，可对二

次项进行变量代换化为增维的线性形式。试验次数

的最小值 n视近似函数的形式而定，如表 1所示。 

表 1  最少的试验次数( n ) 

Table 1  Minimum number of experiment design 

形式 线性 可分离二次型(不含交叉项) 全二次型(含交叉项) 

n k + 1 2k + 1 (k + 1)(k + 2) / 2 

若试验次数为 m ( nm ≥ )，即通过 m次结构分
析，得到如下数据： 
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其中右端的数据分别表示各个试验点对应的

真实响应值。一般来说，假定的函数形式不一定就

是实际的函数，即假定的函数 y~与实际的函数 y之
间通常存在误差，记第 j次试验值采用响应面方法

的表达式为： 
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其中 jε 为在第 j个试验点用拟合值表示实际值的

误差。所有试验可统一写成如下矩阵形式： 
εXβY −=                 (2) 

其中 
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系数向量 β的无偏估计可由最小二乘法获得，即令
每次试验的误差平方和δ 为最小： 

min )()( TT →−−== YβXYβXεεδ      (3) 

则需令 
  / 0=∂∂ βδ                (4) 

整理得： 
YXβXX TT =               (5) 

则可求得系数向量的无偏估计： 
YXXXβ TT )( 1−=             (6) 

为判断响应面近似的质量，通常使用多重拟合

系数(coefficient of multiple determination) 2R 和修
正的多重拟合系数(R-square adjusted) 2

jRad 衡量。

γδ /−=12R ， )/())((ad kmRmR j −−−−= 22 111 ，其中δ

是误差平方和，即式 (6)代入式 (3)所得结果：
YXβYY TTT −=δ ， γ 是每个实验值与平均试验值

离差的平方和： 
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2R 是完全拟合的度量值，反映响应面符合给定
数据的程度，其变化范围在[0,1]之间，足够的逼近
通常要求 2R 的值在 0.9 以上，由于 2R 受设计点向
量维数的影响，较大的 2R 值不一定表明响应面的拟
合效果好，而修正的 2R 避免了这一缺点，所以 2

jRad

则更适于评定响应面的拟合精度[11]。 

2  试验设计方法及其相应处理 

RSM 的计算成本随试验点向量维数的增加而

快速增长，其拟合能力很大程度上受试验点在试验

点向量构成的空间中分布的影响。试验点向量维数

很大时，首先要进行实验设计，合理的选择试验点

在试验点向量构成的空间中分布是非常重要的。目

前主要的试验设计方法有：全参数试验设计方法、

部分参数试验设计方法、中心复合试验设计方法

等。在结构优化中，采用有限元方法进行试验，为

了节省计算时间和内存，必须合理的选择试验设计

方法。显然， 1+= km 为最小试验点数，但是此时

改进的响应面方法和原响应面方法在矩阵 X 非奇
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异的情况下都是无误差拟合的，得到的结果也是完

全相同的。为了尽量减少分析次数，同时也为了比

较二者的差别，本文采用 2+= km 个试验点的试验

设计方法(图 1 所示)，具体可表示为中心试验点
T)()(

1
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ν xx ε−= 00 Lx  
T)( ], 0

kxL ),,( kν L1= ， ],,[ )()()(
kk

k xx εε ++=+ 0
1

0
1

1 Lx ，

其中 )(. 0050 νν x∆=ε ， )(0
νx∆ 是本次中心试验点与前次

中心试验点点差值的第 ν个分量，初始的 )(0
νx∆ 取

)(0
νx 。在这 2+k 个试验点做完结构分析后，可以拟

合出响应的一阶近似显函数，即式(1)。 

 
图 1  试验设计方法 

Fig.1  Experiment design method 

3  改进的 RSM公式及其推导 

因为结构优化要求每次迭代解的响应值是准

确的，所以有必要提出在中心试验点为准确响应值

的 RSM 方法，记试验点向量的维数为 k，试验点
个数为 )( 1+≥ kmm ，线性函数的拟合方程可表示

为： 
kk xxy βββ +++= L110ˆ          (7) 

以下就是这个想法实现的两种推导方法。 
3.1  代入法 
因为在中心试验点的拟合值是准确的，即

)(0xx = 时， )(ˆ 0yy = 。可以先将中心试验点向量
T)()()( ),,( 00

1
0

kxx L=x 代入式(7)，可求得 
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再把式(8)代入式(7)，整理得 
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用其余试验点做最小二乘拟合，同上面式(4)
的做法，可求得 β的无偏估计： YXXXβ TT )( 1−=  

其中：
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MY ，再将 β代入式(8)可求得 0β 。这

样，就确定了改进的 RSM公式。 

3.2  拉格朗日乘子法 
在第 i个试验点的误差为： )(ˆ i

ii yy −=ε ，令误

差平方和取最小值，得  
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因在中心试验点是准确拟合的，即 0=0ε 。则上式

可化为含等式约束的优化问题： 
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采用拉格朗日乘子法，可将上式化为无约束优

化问题 
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分别对 λβββ 和k,,, L10 求偏导数得 
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由式(13)中的第一式可求得： 
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由式(14)得 
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代入式(15)并化简得 
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上式很容易可以写成矩阵形式 βXXYX TT = ，则 
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其中：
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把 β带入式(16)，即求得 0β ，这样就得到了与

代入法相同的结果。 

4  优化数学模型的建立 

对于结构优化，前述试验点向量即为设计变量

点向量，二维连续体形状优化的数学模型可表示

为： 
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其中 d 为设计变量点向量，即前面的高维空间实验

点向量 x， s为目标函数，取为二维连续体结构的
面积。根据二级控制[12,13]理论，可以通过推导计算

得到目标对设计变量的近似二次函数。状态变量约

束采用改进的响应面方法拟合出了如式(7)所示的
约束的近似显式。通过如上处理，式(17)成为二次
规划的标准形式，可采用 Lemke算法求解。 

5  算例 

5.1  悬臂梁的优化 
图 2所示悬臂梁，左端面固支，右端面中点受

集中载荷 10000N=P 作用。弹性模量 21GPa，泊松
比 0 . 3，许用应力 4 2 M P a。结构的初始面积
20000mm2，优化时厚度保持不变，视为平面问题进

行优化。模型对于 50mm=y 的水平线对称。如图 2

所示选取 3个设计变量，设计变量的变化范围均为
5mm~100mm。选取点 1、2的Mises应力响应面的 

 
图 2  悬臂梁有限元模型 

Fig.2  FEM model for cantilever 

2R 和 2
jRad 值对改进的响应面进行评价。 

表 2  改进响应面方法的评价指标 

Table 2  Appraisement index of improved RSM 

改进的响应面方法评价节点 

1 2 
迭代

历程
R2 2

adjR  
R2 2

adjR  

1 0.99989766 0.99984646 0.99989951 0.99984926
2 0.99989116 0.99983674 0.99990982 0.9998647 
3 0.99989241 0.99983859 0.99989939 0.99984908
4 0.99992186 0.99988282 0.99992186 0.99988282

 

 
图 3  改进 RSM优化应力云图 

Fig.3  Optimal stress contour of improved RSM 

 
图 4  沿轮廓线的应力分布 

Fig.4  Mises Stress distribution along contour line 

表 3  应力约束下的优化结果 

Table 3  Optimal result for stress constraints 

方法 面积/mm2 最大应力/MPa 左端部/mm 右端部/mm

差分法 16040.5 42.12 108.36 52.04 
RSM 16068.1 42.11 108.5 52.18 

改进的 RSM 16037.5 42.10 109 51.16 

5.2  带孔方板的优化 
(1) 初始设计为方孔的方板的优化 
方板边长为 10mm，初始设计是在中心开一边

长为1.414mm的方孔。上下受均布载荷 1p =10N/mm
作用，左右受均布载荷 2p =20N/mm 的作用，弹性

模量 21GPa，泊松比 0.3，许用应力为 38MPa，结
构的初始面积为 24.5mm2。根据对称性，取板的四

分之一进行优化。如图 6所示选取 4个设计变量，
变化范围均为 0.01mm~2mm。优化过程中节点 1、2、
3的Mises应力响应面的 2R 和 2

adjR 值均在 0.99~1之
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间。 

 
图 5  1／4的有限元模型 

Fig.5  A quarter FEM model 

 

 
图 6  改进 RSM优化应力云图 

Fig.6  Optimal stress contour of improved RSM 

 

 
图 7  优化后的轮廓曲线 

Fig.7  Optimal contour line 

 
图 8  沿轮廓线的应力分布 

Fig.8  Mises Stress distribution along contour line 

表 4  应力约束下的优化结果 

Table 4  Optimal result for stress constraints 

方法 最大应力/MPa 长轴/mm 短轴/mm 

差分法 38.92 1.996 1.219 
RSM 38.80 2.001 1.164 

改进的 RSM 38.43 1.982 1.256 

(2) 初始设计为圆孔的方板的优化 
初始设计是在中心开一半径为 1mm 的圆孔，

结构的初始面积为 24.215mm2。设计变量的选择如

图 9所示，其他条件与 6.2完全相同。 

 
图 9  1／4的有限元模型 

Fig.9  A quarter FEM model 

 
图 10  改进 RSM优化应力云图 

Fig.10  Optimal stress contour of improved RSM 

 
图 11  优化后的轮廓曲线 

Fig.11  Optimal contour line 
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图 12  沿轮廓线的应力分布 

Fig.12  Mises Stress distribution along contour line 

表 5  应力约束下的优化结果 

Table 5  Optimal result for stress constraints 

方法 最大应力/MPa 长轴/mm 短轴/mm 

差分法 38.57 1.973 1.226 
RSM 37.51 1.992 1.204 

改进的 RSM 38.13 1.992 1.164 

6  结论 

本文算例得出如下结论： 
(1) 响应面方法用于建立二维连续体结构形状

优化的模型是有效的，两个算例皆表明改进的响应

面方法比差分法满足应力约束值的误差更小，优化

后沿轮廓线的应力集中现象也大为减轻。在算例 2
带孔方板的优化的中，初始结构为圆孔的结构由于

设计合理，迭代次数相对较少，初始设计为方孔结

构的应力集中比较严重，是一种比较差的设计，但

采用改进的响应面方法优化后的结果与初始设计

是圆孔的优化结果非常接近。从另一方面说明了这

一方法用于结构形状优化的可靠与稳定。 
(2) 改进的响应面方法在结构优化中的应用可

以遵循结构优化设计中一个重要的约定，即每次迭

代点的响应值都等于准确的有限元分析值，而这一

点，一般的响应面方法并不能总是保证的。 
(3) 本文的方法除了对二维连续体形状优化适

用，也适用于更广泛的结构优化的建模；除了用于

含应力约束的结构优化，还可以用于含位移约束、

频率约束及混合约束的结构优化中。 
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