
第 24 卷第 7 期    Vol.24 No.7 工    程    力    学   

2007 年  7  月    July  2007 ENGINEERING  MECHANICS 152 

——————————————— 

  收稿日期：2005-12-12；修改日期：2006-04-10 

  基金项目：北京交通大学科技基金资助项目(JX2002J0150) 

  作者简介：*齐红元(1964)，男，哈尔滨市人，副教授，博士，从事共形映射数值理论及工程应用研究(E-mail:qhy@jdxy.njtu.edu.cn)； 

             朱衡君(1950)，男，北京市人，教授，博士，从事故障诊断与仿真及工程优化研究(E-mail: hjzhu@center.njtu.edu.cn). 

文章编号：1000-4750(2007)07-0152-04 

异型挤压模腔纵向曲线与共形映射 

*齐红元，朱衡君 

(北京交通大学机械与电子控制工程学院，北京 100044) 

摘  要：应用共形映射理论，在异型材非圆截面轮廓上，通过有限奇偶插值点的相互数值求解，建立异型材截面

域与单位圆域相互转化的共形映射函数。将异型材挤压成形转化为二维问题，求得塑性流函数，建立各种纵向曲

线的模腔曲面数学模型。应用上限原理，对比三种模腔纵向曲线及优化模腔参数，并以椭圆异型材为示例进行优

化求解与分析。 
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VERTICAL CURVE OF DIE CAVITY AND CONFORMAL MAPPING IN 

SPECIAL-SHAPED EXTRUSION 

*
QI Hong-yuan , ZHU Heng-jun 

(School of Mechanical and Electrical Control Engineering, Beijing Jiaotong University, Beijing 100044, China) 

Abstract:  By Complex Mapping theory, doing mutual numerical calculation to finite odd and even interpolation 

points on the non-circle cross-section profile of special-shaped products, the conformal mapping function which 

can mutually transform cross-section region into unit dish region is set up. Translating the extrusion forming of 

special-shaped products into two-dimension problem, plastic stream function is determined, and the mathematical 

models of die cavity surface with various vertical curves are built up. Using the upper bound method, three types 

of vertical curves and their optimized parameters of die cavity are compared. Taking ellipse-shaped products as 

examples, their analysis and optimization are carried out. 
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诸多因素影响着异型材挤压制品质量及能耗，

其中因素之一是模腔纵向曲线的优选。目前模具模

腔纵向曲线通常采用直线型、三次流线型、凸与凹

线型。线型的选择影响着模腔的几何形状、金属塑

性流动、材料的强化性能、型材表面质量与润滑剂

的选用等诸因素。如：纵向曲线严重不适时，可导

致鱼鳞状裂纹的型材表面缺陷，影响着制品成形质

量[1]。由于异型成形机理复杂[2]，三维成形求解困

难，研究进展缓慢，尚未有通用模腔纵向曲线型优

化的分析方法，即使取得某些研究进展，这些成果

基本上是针对个别异型材的特解，难以应用于其它

任意类型材的模腔建模上[3~5]。 

当今采用共形映射理论，仅利用给定典型域向

简单域转化的映射函数[6,7]，使复杂域求解转换为简

单域问题，使某些工程问题求解成为可能。共形映

射理论已在通讯工程、电磁学、流体力学、与塑性

加工等领域中得到应用[8~10]。本文采用共形映射理

论[11,12]，将此复杂的三维塑性流动问题转化为简单

二维问题。应用上限原理，将纵向曲线为三次曲线、

直线型与凸型的三种模腔进行比对。以椭圆型材成
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形为实例，进行了模腔纵向曲线比对与参数优化。 

1  共形映射 

采用复变共形映射理论，将图 1(b)复杂域映射

转化为图 1(a)的单位圆域。将复变多项式的映射函

数描述复杂模腔剖面几何域，其共形映射方程 
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式 (1)中，  ，  分别为复向量 ξ 的模和幅角，

nnn bac i 为复系数。共形映射函数以三角函数方
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如图 1所示，设复杂域W 边界的 kkk iyxW  点

为插值点 Nk (正整数)，其中 kx 与 ky 分别为复向

量 kW 的实部与虚部值。经映射函数W ， 1W ， 2W ，…，

mW 复向量映射点分别是如图 1(a)所示的 1，2，…，

m复向量，其幅角 ]2π[0,k 成等差级数。由三角

函数正交性，在确保复系数 nc 计算精度条件下，采

用 m个奇与偶插值点 ) ,( kk yx 相互迭代的数值求解

方法[13]，求解 jc 值  
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图 1  复杂域与单位圆域共形映射 

Fig.1  Mapping between complicated region and unit dish 

2  模腔纵向曲线函数 )(zf  

模腔纵向曲线函数 )(zf 是计算金属塑性流动

场、模腔建模及其变形区长度 L 优化的重要函数。

如图 2 所示， )(zf 选定应满足模腔几何边界条件，

即在模腔进、出口处的几何剖面轮廓应为坯料 iS 与

制品 oS 外轮廓 
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当模腔纵向曲线为直线型时 
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当模腔纵向曲线为凸型时 
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当模腔纵向曲线为三次型 
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其不仅要满足式(3)几何边界条件，而且要满足

模腔进、出口处的塑性流动条件 

0
d

)(d

0



z
z

zf
； 0

d

)(d


Lz
z

zf
      (7) 

得 

132)(
2

2

3

3


L

z

L

z
zf             (8) 

假设在模腔进口处，剖面域为半径 iR 的圆形坯

料。将得到 )(zf 函数与式(2)联立，可建立了挤压变

形域与三维模腔曲面参数方程 
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综上，通过共形映射奇、偶插值点相互迭代的

nc 求解方法，完成了挤压模腔(当 1 时)的建模。 

 

 

Si 

f (z) 

x 

y 

y1 

z 

x1 

进口 

L So 

出口 

Ri 

vi 

 

图 2  挤压模腔曲面 

Fig.2  Surface of extruding die cavity 

3  塑性流动场 

如图 2 所示， iv 和 zS 为模具中金属任意横截面

面积、坯料进口处 z 轴方向的塑性流动速度。设在

垂直 z 轴任意截面中，沿 z 轴方向速度 zv 是均布的，

得 

i
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异型材塑性流动的两个流面方程 

),,( zyx Constant； ),,( zyx Constant   (11) 

设异型材在变形区中，沿坐标轴 x ， y ， z 方

向的塑性流动速度分量为 xv 、 yv 、 zv 。分别对式(11) 

 和 两个任意流面取全微分，得塑性变形的流函

数方程 
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由塑性成形理论得应变速度场[14] 
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4  能耗及模腔优化 

设  ),,( z 为等效应变率， s 为金属屈服极

限，V 为变形体空间体积， k 为剪切屈服极限，

)()0(
,

Lzozi vv


为模腔进、出口处间断速度， )1( ρSv 为

模腔与金属表面相对速度，m为摩擦因子。由金属

塑性成形上限原理，金属在塑性变形区的总能耗

)(* LJ 等于金属在变形区中的变形能耗、 iS 与 oS 面

剪切耗能和模腔表面 S 的摩擦耗能之和 
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P —相对载荷比。 

由式(15)，对 P 取极值，可优化模具参数 L 。 

5  算例 

设坯料为直径 30mm 的圆棒料，椭圆型材制品

的长轴 28mm，短轴 18mm。经奇数和偶数插值点

迭代运算(第一象限中取插值点 32m 个来代替式

(2)的无限多个点)，得计算值 nc  

0.000186};-  ,0.003114-  ,0.000087  ,0.001448
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代入式(15)，通过对金属变形区长度 L 寻优，

得式(9)模腔函数。如图 3 所示，在相同压缩比

56.0 和摩擦因子 0.30m 的条件下，纵向曲线为

凸型的模具参数 13.1L ；纵向曲线为直线型的模具

参数 1 4 . 2L ；纵向曲线为流线型的模具参数

17.2L 。图 3 的纵向曲线为凸型、直线型与流线型

的模具模腔，能耗有递减的变化趋势，优化参数 L

有递增的趋势。表明材料在流线型模腔成形中，塑

性流动较为平缓，因此在模腔加工技术可取的条件

下，应采用流线模具，有助获得较好的挤压制品质

量。同时从能耗观点分析，纵向曲线为直线型的模

具优于凸型的模具。如图 4 所示，是纵向曲线为流

线型的模腔图形。 
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图 3  模具参数优化曲线 

Fig.3  Optimized curve of dies’ parameter L  
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图 4  优化模腔 

Fig.4  Optimized die cavity 

6  结论 

(1) 通过共形映射理论，得到纵向曲线为凸型、

直线型与流线型的挤压异型材成形模腔三维曲面

的数学模型。 

(2) 通过模腔优化分析，认为纵向曲线为流线

型的模腔优于凸型、直线型，而直线型的模腔优于
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凸型的模腔。 
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