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位移边界条件下正交异性材料界面上的 
不对称扩展裂纹 

 
*胥红敏，程  靳，付德龙 

(哈尔滨工业大学航天科学与力学系，哈尔滨 150001) 

 
摘  要：根据平面波动方程的函数不变解思想，给出正交异性体反平面运动方程位移的不变解，导出具有任意自

相似指数的问题解的一般表示，由此把正交异性体中不对称扩展界面裂纹的位移边界问题化为寻求单一未知函数

的问题，此函数只需满足具体问题的边界条件。给出了实例，通过线性叠加，可以求得任意复杂位移边界条件下

的解。 
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DISSYMMETRICAL EXTENSION CRACK AT THE INTERFACE 
BETWEEN ORTHOTROPIC MEDIA UNDER DISPLACEMENT 

BOUNDARY CONDITIONS 
 

*XU Hong-min , CHENG Jin , FU De-long 
(Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China) 

 
Abstract:  Based on the idea of functionally invariant solutions to the wave equation, invariant displacement 
solutions to the anti-plane equation of motion for orthotropic bodies are presented. The general representations of 
the solutions are derived for problems with arbitrary index of self-similarity. The problem under displacement 
boundary conditions of dissymmetrical extension crack at the interface between orthotropic media is transformed 
to a single unknown function, which only need satisfy the specific boundary conditions of a given problem. 
Examples are given to illustrate the present method, in which the solutions for arbitrary complex displacement 
boundary conditions are obtained based on linear superposition. 
Key words:  solid mechanics; fracture dynamics; invariant solution; interface crack; orthotropy; dissymmetry 
 

由正交异性材料组成的层状材料、组合材料以

及各类类似结构中，裂纹往往在材料之间的界面上

萌生并扩展，甚至失稳断裂，这就突出了研究正交

各向异性材料结合面上的静态和动态裂纹问题的

重要性。近年来，国内外不少学者从不同角度研究

了相关问题，例如：Qian W.和 Sun C.T.[1]从有限元

的角度探讨了计算两正交异性体间界面裂纹的应

力强度因子的方法；Chang Won Shul 和 Kang Yong 

Lee[2]就一多层正交异性体半平面中反平面冲击荷

载下的一面内界面裂纹建立了理论方程并给出了

数值解，在理论分析中应用 Laplace 和 Fourier 变换

得到第二类 Fredholm 积分方程，通过 Laplace 变换

的数值反演得到动态应力强度因子；Brock L.M.[3,4] 
应用双边 Laplace 变换及其反演的方法研究了任意

常数荷载下的正交异性或横观各向同性材料间的

界面裂纹扩展；Rubio-Gonzalez C.[5]和 Mason J.J.应
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用 Laplace 和 Fourier 变换以及 Wiener-Hopf 方法分

析了均布荷载下正交异性材料中的半无限长裂纹

尖端的应力强度因子；而 Shukla Arun[6]等从实验的

角度应用光弹的方法研究了正交各向异性材料和

各向异性材料间的静态和动态界面裂纹，等等。 
本文基于平面波动方程的不变解[7]思想，首先

给出了正交异性体反平面运动方程位移的不变解，

并根据该位移不变解推导出任意自相似指数下裂

纹的应力、位移以及动态裂纹尖端应力强度因子的

解析解，比较简单地给出了解的一般表达式。根据

解的形式，位移边界条件下正交各向异性材料界面

上的不对称扩展裂纹问题化为寻找单一未知解析

函数的问题。文中给出了实例，把用同样的方法得

到的简单边界条件下的解进行叠加，可以得到其它

任意边界条件下的解。 
正交各向异性材料界面上的不对称扩展裂纹

问题如图 1 所示，x 轴与裂纹面重合，且为两种不

同正交异性材料的分界面，裂纹沿正负 x 轴方向分

别以速度 1V 、 2V 不对称扩展。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  界面裂纹不对称扩展示意图 

Fig.1  Sketch of an interface crack’s dissymmetrical extension 

1  解的一般表示 

1.1 正交异性体反平面运动方程位移的不变解 
正交异性体反平面问题的运动方程[8]为： 
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其中 55C 、 44C 为材料的弹性常数； ρ 为材料密度；

t 为时间； w 为垂直于该平面方向的位移，寻找有

以下函数形式的位移的解： 
)(),,( zqtyxw =                   (2) 

这里 )(zq 是 z 的解析函数， z 由以下方程决定： 
0)()()()( =+++ zpyzsxzrtzl       (3) 

以上方程把 z 定义为 t 、 x 和 y 的函数， )(zl 、

)(zr 、 )(zs 和 )(zp 为 z 的解析函数；求 w 对于 x 、y

和 t 的二阶偏导数，有以下形式： 
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其中 )()()()( zpyzsxzrtzl ′+′+′+′=′δ ，把(4)代入(1)

式，有以下关系： 
)()()( 22
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2

55 zlzsCzrC ρ=+          (5) 

以下函数满足(5)式： 
1)( =zl ， zzr −=)( ， 
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2

55 /)()( CzCzs −−= ρ ， 0)( =zp     (6) 

把(6)式代回(3)式，可得到 z 的表达式： 
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如果 z 由上式表达，则函数 )(zq 一定满足运动

方程(1)，并且有： 
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1.2 位移齐次问题 
位移为齐次时，设  

)(Re zfw =               (9) 

对 w 求导： 
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根据正交异性体的物理方程[8]，有 
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在 0=y 的平面上，有 xtz /= ，且： 
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引入： 
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综合(10)、(12)、(13)和(14)式，可得到解的最

后形式： 
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1.3 应力齐次问题： 
应力为齐次时，设： 
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根据正交异性体的物理方程，有： 
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且有： 
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在 0=y 的平面上，有： 
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引入： 
)()( 144 zfzCzF ′⋅=              (22) 

根据关系(14)，则(20)和(21)式变为以下形式： 
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1.4 具有任意自相似指数问题的解的一般表示 
设在 0=y 上有任意个位移区段，这些区段的端

点各以不同的常速移动，初始静止，这些区段上的

位移是如下函数的线性组合： 
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式中 m 、 l 、 r 和 s 为任意正整数。 x 、 t 的复杂函

数一般可表为(24)式的线性组合，因而若能求得具

有(24)式形式的载荷或位移问题的解，则可通过叠

加得到复杂问题的解。现引入线性微分算子及其反

演：  
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这里( nm + ), )( nm −− 和 0 分别表示 )( nm + 阶微

分、 )( nm + 次积分和函数本身。 

    通过量纲分析表明对于每个自相似指数，存在

函数满足波动方程并且是 x , y 和 t 的零次齐次函

数，文献[9]表明常数m 和 n 也一定存在。把式(25)
代入方程(24)，得到 x 和 t 的零次齐次函数，这里的

参数m , n 称为自相似指数。 
当 Lw为齐次时，对于任意线性微分算子 L ，

只需将 w , xzτ 和 yzτ 分别换作 Lw , xzLτ 和 yzLτ ，则式

(15)仍然成立。在 0=y 的平面上，有表达式： 

Lww =0 ， xzxz Lττ =0 ， yzyz Lττ =0     (26) 

    同理，当 xzLτ 和 yzLτ 为齐次时，有表达式 
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对于上述所有情况， 0w 是齐次的，总有： 
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2  不对称裂纹在不同正交异性材料

之间的问题 
设两种不同材料结合面处于 0=y 平面上，裂纹

在结合面上扩展。对于所讨论问题，在结合面上： 
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)2()1(
yzyz ττ = ，   0=y ， ∞<<−∞ x     (29) 

上角标(1)和(2)表示在第一、二种材料中相应的量，

将(28)式代入(29)式，有 
)(Re)(Re )2()1( zFzF =         (30) 

设裂纹分别以常速 1V 、 2V 沿 x 轴正、负方向扩

展，设定 1V 和 2V 为正常数，且： 12 VV < ，在裂纹

之外两种材料的结合处，有关系： 
0)2()1( =− ww ， 0=y ， tVx 2−< 或 tVx 1>  (31) 

将(14)、(28)式带入(31)式，有： 
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不失一般性，总设 )1(
55

)1()2(
55

)2( // CC ρρ < ，对于不同

的 z 值，由(31)式可得： 
当 )1(

55
)1()2(

55
)2(2 // CCz ρρ << 时，有 

0)(Re
)(

)(
)(Re )2(

)2(
44

2)2(
55

)2(

)1(
44

2)1(
55

)1(
)1( =

−

−
= zF

CzC

CzC
zF

ρ

ρ
 

当 )1(
55

)1(2)2(
55

)2( // CzC ρρ << 时，有 

)(Im
)(

)(
)(Re )2(

)2(
44

2)2(
55

)2(

)1(
44

2)1(
55

)1(
)1( zF

CzC

CzC
zF

−

−
=

ρ

ρ
  (33) 

当 2)1(
55

)1()2(
55

)2( // zCC << ρρ 时，有 

)(Im
)(

)(
)(Im )2(

)2(
44

2)2(
55

)2(

)1(
44

2)1(
55

)1(
)1( zF

CzC

CzC
zF

−

−
=

ρ

ρ
 

上面(33)式的第一式之所以为零，是因为弹性

波的扰动不会超过两种介质中最大声波传播范围
[10]，综合考虑(30)式和(33)式，引入以下表达式： 
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式中 )(zm 必须满足： 
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根据(28)、(33)和(34)式以及讨论问题的齐次类

型可以得到不同正交异性材料结合面上扩展的具

有任意自相似指数的裂纹动力学问题的一般解。所

研究问题归结为寻找单一未知函数 )(zm 的问题。由

于在以上讨论中已经考虑到运动方程和连接条件，

所以 )(zm 只需满足具体问题的边界条件。 

3  位移边界条件下的解 

3.1 在 0=t 时刻，一界面裂纹在坐标原点出现，并

开始沿正负 x 轴方向分别以速度 1V 、 2V 不对称扩

展， 210 VV << ，由于外力使裂纹产生在 z 方向的

位移，大小为 mxw0 ，该位移在 x 轴上移动的速度为

β 。裂纹面初始静止，边界条件可以表示为： 
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由边界条件，有： 
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此问题为位移齐次问题， 
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在上面的方程中， 1,1
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−= m
xtLL ，把它代入上式，根据

(28)和(34)，得到： 
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考虑到裂纹尖端的奇异性[11]以及无穷远条件，上式

的一个解的形式为： 
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这里，m是常指数， A 是常系数。 
把(41)式和代入(40)式，根据边界条件，常指数

和常系数的值分别为： 
mn =                                  (42) 
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把(41)代回(28)式，并考虑到此问题为位移齐次

问题，可得到位移、应力以及应力强度因子的最终

表达式： 
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上角标(1)和(2)分别指代正、负 x 轴上的裂纹尖端。 
3.2 假定除位移值变为 xtw /2

0 外，其它条件均与上

例相同，边界条件为：  

 xtwww /2
0

)2()1( −=−= ，  0=y ， tx β=  
0)2()1( =− ww ，   0=y ， tVx 2−< 或 tVx 1>  (49) 

由于应力是齐次的，考虑到公式(27)，有： 

x
twLw

t
w 0

)2(0 2=
∂
∂=             (50) 

这里 1=L ，由 xtz /= ，于是有关系： 

0

0
2w

z
w =
∂

∂                      (51) 

运用以上的方法，它可以被带入公式(28)中得到： 

0

)2(
2]

)(
)()(Re[ w

zz
znzm =

⋅
−

λ
           (52) 

考虑到不对称性、无穷远条件以及裂纹尖端的

奇异性，上式的一个解的形式是： 
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把(53)式代入(52)式，根据边界条件，能得到常指数

n 和常数 A ： 
1=n                                 (54) 
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把(53)代入(27)和(28)式，可以得到： 
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以及裂纹尖端的应力强度因子： 
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4  实例 

    两种材料的材料常数如下： 
33)1( mN108.91.2 −⋅××=ρ ,  Pa103.7 9)1(

44 ×=C , 

Pa106.15 9)1(
55 ×=C ; 33)2( mN108.99.2 −⋅××=ρ , 

Pa104.4 9)2(
44 ×=C ,  Pa101.9 9)2(

55 ×=C  

给出图线解所用到的常量如表 1 所示。 

表 1  图线所用常量 

Table 1  Constants used to plot the diagrams 

 0w /m 1V /ms-1 
2V /ms-1 β /ms-1

t/s 

图 2a/2b 0.1×10-3 240 300 200 ～ 

图 3a/3b 0.1×10-3 240 300 ～ 0.1×10-3

图 4a/4b 0.1×10-3 ～ 300 200 0.1×10-3

图 2a、图 3a 以及图 4a 为 1=m 的情况。从图

线解中可以看出，对于不同的边界条件，应力强度

因子对于时间，位移移动速度和裂尖扩展速度的变

化趋势是相似的。对于图 2a 和图 2b，随着时间的

延长，应力强度因子逐渐增大，最后趋于一恒定值；

对于图 3a 和图 3b，应力强度因子随着位移移动速

度的增加，即位移移动速度和裂纹扩展速度的接近

而减小；对于图 4a 和图 4b，随着裂纹扩展速度的

增加，应力强度因子也逐渐增加，交叉点反应了

21 VV = 的情况，即裂纹两端的扩展速度相同时，两

个裂纹尖端的应力强度因子相同， 21 VV < 时，

)()( )2(
3

)1(
3 tKtK < ， 21 VV > 时， )()( )2(

3
)1(

3 tKtK > 。 
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图 2a 应力强度因子和时间的关系(情况 3.1) 

Fig.2a  Relationship between stress intensity factors and time 

in Case 3.1 

 
图 2b 应力强度因子和时间的关系(情况 3.2) 

Fig.2b  Relationship between stress intensity factors and time 

in Case 3.2 

 
图 3a  应力强度因子和位移移动速度的关系(情况 3.1) 

Fig.3a  Relationship between stress intensity factors and 

displacement moving velocity in Case 3.1 

 
图 3b 应力强度因子和位移移动速度的关系(情况 3.2) 

Fig.3b  Relationship between stress intensity factors and 

displacement moving velocity in Case 3.2 

 
图 4a  应力强度因子和裂纹扩展速度的关系(情况 3.1) 

Fig.4a  Relationship between stress intensity factors and 

crack’s extension velocity in Case 3.1 

 
图 4b  应力强度因子和裂纹扩展速度的关系(情况 3.2) 

Fig.4b  Relationship between stress intensity factors and 

crack’s extension velocity in Case 3.2 

5  结论 

本文给出了正交异性体中位移边界条件下界

面裂纹扩展问题的解，此方法还可以用于求应力边

界条件以及混合边界条件下的解，并且通过叠加可

以求解复杂载荷作用下的动裂纹问题。 
当 0→β ， 01 →V ， 02 →V ， →∝t ， at →β ，

ctVV →+ )( 21 时，该问题归结为一正交各向异性体

中长为 c 的裂纹在 ax = 处有一常数位移 0w 时的静

态问题。 
对于静态裂纹，裂纹尖端具有 2/1−r 阶奇异性，

而对于不同材料结合面上的扩展裂纹问题，有些研

究者认为具有其它阶的奇异性。如果裂纹尖端具有

其它阶奇异性，此方法仍然适用。 
当裂纹扩展速度 21 VV = 时，该问题变为裂纹对

称扩展问题；应用本文方法还可以求解半无限长裂

纹问题。 
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法作为力学概念基础，以广义逆矩阵理论作为数学

理论基础，以迭代方式为求解形式，由此为力法在

电算中的发展应用提出了新的思路。 
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