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摘  要：将哈密顿求解体系推广应用于薄板弯曲问题。首先导出薄板哈密顿对偶微分方程，然后导出薄板哈密

顿变分原理的泛函表示式 HΠ 。有两点值得指出：第一，以挠度 w、转角 xψ 、弯矩 xM 和等效剪力 xV 取为对

偶变量，与相关文献的取法不同。第二，对于薄板问题，由 Hellinger-Reissner 泛函 HRΠ 导出哈密顿泛函 HΠ

时既要消元，又要增元，与在厚板问题中只需要消元的推导方法不同。薄板哈密顿求解体系的理论成果将为研

究薄板解析解和有限元解提供新的有效工具。 

关键词：哈密顿求解体系；薄板理论；对偶方程；变分原理；乘子法 
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HAMILTONIAN SOLUTION SYSTEM FOR THIN PLATES 

AND ITS VARIATIONAL PRINCIPLE 
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3. College of Civil Engineering, Hunan University, Changsha 410082, China; 
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Abstract:  The Hamiltonian solution system is generalized to the thin plate problems. Firstly, the Hamiltonian 

dual differential equations for thin plates are derived. Then, the functional expression of Hamiltonian variational 

principle, ΠH, is obtained. Differing from those proposed in related reference, the deflection w, the rotation ψx, the 

moment Mx and the equivalent shear force Vx are taken as the dual variables; For thin plate problems, both 

elimination and addition of variables are needed when the Hamiltonian functional ΠH is derived using the Hellinger-

Reissner functional ΠHR. The process is different from that used in the thick plate problems, where only elimination 

is utilized. The theoretical achievements of the Hamiltonian system for thin plates provide new effective tools for 

analytical and finite element solutions of thin plates.  

Key words:  Hamiltonian solution system; thin plate theory; dual equation; variational principle; Lagrange 

multiplier 
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2.3 以 ][ wMV xxxψ 为对偶变量的对偶方程 

进行换元： 
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将对偶微分方程(8)改写成如下形式： 
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上式可以写成矩阵形式 
}{}]{[}{ hvHv +=&                             (13) 

其中 
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3  薄板哈密顿变分原理泛函的推导特

点 

由文献[5]看到，厚板哈密顿变分原理的泛函

HΠ 是以 xxyxyx QMMw ,,,,, ψψ 为泛函变量。而厚

板 Hellinger-Reissner 变分原理的泛函 HRΠ 是以

yxxyyxyx QQMMMw ,,,,,,, ψψ 为泛函变量。因此

泛函 HΠ 可以从泛函 HRΠ 中将 My，Qy消去后即可

导出。因此，对于厚板来说，采用消元法即可由

HRΠ 导出 HΠ 。 

对于薄板问题，情况与厚板问题不同。薄板

哈密顿泛函 HΠ 是以 xxx VMw ,,,ψ 为泛函变量，而

薄 板 Hellinger-Reissner 泛 函 HRΠ 是 以

xyyx MMMw ,,, 为泛函变量。因此由薄板 HRΠ 到

薄板 HΠ 不仅要消去变量 yM 和 xyM ，而且还要增

加变量 xψ 和 xV 。因此对于薄板 HΠ 来说，不能套

用厚板 HΠ 的推导方法，而需另辟蹊径。 

由 薄 板 HRΠ ( xyyx MMMw ,,, ) 推 导 薄 板

HΠ ( xxx VMw ,,,ψ )的步骤可分为两步，第 1 步是

消元(消去 yM 和 xyM )，由 HRΠ ( xyyx MMMw ,,, )

导出 ),( xMwΠ ，用的是消元法；第 2 步是增元(增

加 xψ 和 xV )，由 ),( xMwΠ 导出 HΠ ( ,,, xx Mw ψ  

xV )，用的是换元乘子法。其推导过程可表示如

下： 

 

 

 

 

 
下面按此流程作详细论述，先用消元法导出 ,(wΠ  

)xM ，再用换元乘子法导出 ,,,( xxH Mw ψΠ )xV 。 

4  消元法——由薄板ΠHR(w, Mx, My, 
Mxy)导出Π(w, Mx) 

4.1 薄板泛函 ),,,( xyyxHR MMMwΠ 及其自然条件 

Hellinger-Reissner 泛函 

sAxyyxHR IIMMMw +=),,,(Π                           (15) 

其中面积分IA为 
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边界积分 sI 为 
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S1为固支边，S2为简支边，S3为自由边，JP为无支

撑角点，Jw为有支撑角点。 

ΠHR(w, Mx, My, Mxy) Π(w, Mx) 

ΠH(w, ψx, Mx, Vx) 

消元法 

换元乘子法 
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自然条件——包括下列方程和条件： 

平衡微分方程： 
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M－w关系： 
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边界条件及角点条件： 
ww = ,  nn ψψ =          (在S1上) 

ww = ,  nn MM =        (在S2上) 

nn MM = ,   nn VV =      (在S3上)                   (22) 

ww =                           (在Jw上) 

PM ns =∆                     (在JP上) 

这里l，m为边界向外法线的方向余弦， 
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4.2 消元法由ΠHR导出Π(w, Mx) 

在ΠHR中消去泛函变量My和Mxy，将相关的两

个自然条件： 
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代入泛函ΠHR，得到新泛函 
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整理后得 
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其中A(w)为薄板的应变能密度： 
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式(25)中线积分 *
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其中 
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5  换元乘子法——由薄板Π(w, Mx) 导
出ΠH(w, Mx, ψx, Vx)  

为了将ψx引入到新泛函，可将关系式 

x
w

x ∂
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=ψ                                           (33) 

代入泛函Π(w, Mx)，得出换元后的新泛函 
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这里式(33)是泛函Π(w, Mx, ψx)的强制条件。为了

将式(33)由强制条件转变为自然条件，采用乘子法

得出新泛函 
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因此，δΠ(w, Mx, ψx, λ)=0的欧拉方程为 
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由(38c)得知 
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于是可知乘子λ可换名为Vx。乘子换名后的泛函为 
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此即薄板哈密顿变分原理的泛函。 

乘子换名后，欧拉方程式(38)即为哈密顿对偶

方程(12)。 
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