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含裂纹的矩形截面压电材料 
反平面问题的应力场和电场 

 

 

刘淑红 1，段士杰 2，齐月芹 2，邹振祝 2 
(1. 北方交通大学土建学院, 北京 100044; 2. 石家庄铁道学院, 石家庄 050043) 

 

摘  要：研究了含裂纹的矩形截面的压电材料在平面内电场和反平面荷载作用下的问题。得到了满足拉普

拉斯方程、电渗透裂纹面边界条件的位移函数解和电势函数解，从而得到了电场和弹性场的基本解。最后，

用边界配置法计算了应力强度因子和能量释放率。结果表明，这种半解析半数值的方法计算简便，而且具

有足够的精确性和广泛的应用性。 
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STRESS FIELD AND ELECTRIC FIELD OF A PIEZOELECTRIC 
 MATERIAL WITH A MODE-Ⅲ CRACK  

 

LIU Shu-hong1 , DUAN Shi-jie2 , QI Yue-qin2 , ZOU Zhen-zhu2 

(1. School of Civil Engineering, Northern Jiaotong University, Beijing 100044, China; 2. Shijiazhuang Railway Institute, Shijiazhuang 050043, China) 

 

Abstract:  A rectangular piezoelectric material with a mode-Ⅲ crack under the action of in-plane electric 

loading and anti-plane loading is investigated. General solutions are obtained, which satisfy both Laplace equation 

and the permeable crack conditions. A boundary collocation method is used to calculate the stress intensity factor 

and energy release rate. It is shown that the semi-analytical method is simple, accurate and widely applicable.  

 

Key words:  piezoelectric material; mode-Ⅲ crack; boundary collocation method; stress intensity factor; energy 

release rate 

 

1  引言 

    由于独特的力电耦合性能，压电介质广泛地应

用于智能结构中，如传感器、致动器等。但受到力

-电荷载时，由于制造过程中产生的缺陷，如裂纹、

孔洞等，压电介质就可能发生破坏。因此，压电介

质的断裂力学的研究受到了广泛的重视。其研究的

一个主要的任务就是给出压电陶瓷中电场和弹性

场的分布规律，尤其是裂纹尖端处电弹场的特征。 

    反平面变形是一种较简单变形，关于此类问题

的研究，见文献[1]-[6]。从上述的国内外文献中可

以看到，目前对压电材料的研究多限于无限大的介

质或无限大的长条，采用积分变换和复变函数的方

法，得到的是解析解。而实际中遇到的大多数问题



38 工    程    力    学 

是有限尺寸的压电材料，运用上述方法得不到解，

必须采用数值方法。 

    本文研究了含Ⅲ型边缘裂纹、中心裂纹的矩形

截面压电材料的弹性场和电场。采用的方法是通过

求解拉普拉斯方程，得到满足电渗透裂纹面边界条

件的用级数形式表示的位移函数解和电势函数解，

从而得到了应力场和电场的基本解，其中的未知系

数可用边界配置法求解。将边界配置法用于研究的

压电材料的裂纹问题，现有的文献中未见有人研

究。 

2  问题的提出及基本方程 

    考虑的问题是包含边缘裂纹、中心裂纹的矩形

截面的横观各向同性压电材料承受反平面变形，在

直角坐标系下，极化轴 x3垂直各向同性面，如图 1、

2 示。由于我们考虑的问题是反平面变形，因此，

位移函数 iu 和电场强度 )3,2,1( =iE i 如下 
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图 1  关于裂纹对称的矩形截面 

Fig.1  Rectangular section with an edge crack 

    平衡方程为 
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式中 14c 、 15e 和 11ε 分别是弹性系数、压电系数和介

电系数， φ 是电势。对一般的压电陶瓷，有

02
151144 ≠+ ec ε ，所以，上面的方程可以化为两个独

立的调和方程 

03
2 =∇ u ，  02 =∇ φ            (3) 

 

 

图 2  受反平面力载荷和平面电场作用的中心裂纹体 

Fig.2  Rectangular piezoelectric body with a center crack 

subjected to in-plane electric loads and anti-plane mechanical 

loads 

    应变 ijγ 和电场强度 iE 为 
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本构方程为 
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式中 i3τ 和 iD (i=1,2)分别是应力和电位移分量。 

    裂纹面的边界条件，采用的电渗透边界条件 

032 =τ  ， −+ = 22 DD ， −+ = 11 EE     (6) 

式中上角标“+”、下角标“-”表示裂纹的上、下

表面。 

    在矩形截面的上、下边缘处承受下述四种组合

的机电荷载的作用： 
第一种情况： 0132 , ττ =± ）（ hx ， 012 DhxD =± ），（ ;  

第二种情况： 032 γγ =± ），（ hx ， 012 EhxE =± ），（ ;  

第三种情况： 0132 , ττ =± ）（ hx ， 012 EhxE =± ），（ ； 

第四种情况： 032 γγ =± ），（ hx ， 012 DhxD =± ），（  (7) 

3  问题的求解 

3.1 边缘裂纹问题的基本解 
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    满足平衡方程式(3)和裂纹的边界条件式(6)的
位移 3u 和电势φ 的级数形式解为 
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式中，A2n-1，A2n为待定常数，由物体的周边的边界

条件确定。把式(8)代入式(4)、(5)，得到电场和弹

性场的基本解  
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在裂纹尖端，A1项为主项，其余各项可忽略不计。

令 σK 表示应力强度因子 

2

2144 πσ Ac
K =             (10) 

3.2 中心裂纹问题的基本解 

    满足平衡方程式(3)和裂纹的边界条件式(6)的
位移 3u 和电势φ 的级数形式解为 

令位移 3u 和为 
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式中，Ak，Bk 为待定常数，由物体的周边的边界条

件确定。将式(11)代入式(4)、(5)中，得应变、电场

强度、应力和电位移  
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令 σK 表示应力强度因子，可根据下式进行计算： 
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    因此，两种裂纹问题下的应变强度因子 γK 、
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电位移强度因子 DK 和电场强度因子 EK 可以表示

成 

44c

K
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σ
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    据 Pak[1]，对于线弹性压电材料，能量释放率

G 可表示为 

22

γσγσ KKKKKK
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    从上面的公式还可以看出，电场强度在裂尖没

有奇异性，应变、应力、电位移具有 1/2 阶的奇异

性；而且D2在裂纹面上不等于零，这些结论与Zhang 

TY[3]、李显方[5]和 Kwon SM[6]是一致的。 

4  用边界配置法求解应力强度因子

和能量释放率 

    由式(8)-(12)易见，基本解满足裂纹面的边界条

件及平衡方程，所需考虑的只是物体的周边条件，

它们可以通过配点方法近似满足，从而电弹场、应

力强度因子和能量释放率便可求得，下面用边界配

置法求解应力强度因子和能量释放率。为了便于比

较，选取 PZT-6B，PZT-5H压电陶瓷进行研究，如

表 1 所示。 

表1  压电陶瓷的材料参数(Kwon SM[6]) 

Table 1  Material properties of piezoelectric ceramics 

 PZT-6B PZT-5H 

44c (×1010 N/m2) 2.71 3.53 

15e (C/m2) 4.6 17.0 

11ε (×10-10 C/Vm) 36.0 151.0 

crG (J/m2) 5.0 5.0 

    用 YⅢ表示无量纲的Ⅲ型应力强度因子 

YⅢ=
0K

Kσ
             (16) 

其中 aK πτ 00 = 。根据对称性，配点只需在半个矩

形边界进行，配点如图 1，2 示，左、右边界的配

点数为 N1，上边界的配点数为 N2。图 3 是两种裂

纹问题下在第一种、第三种加载情况下，无量纲的

应力强度因子 YⅢ与 a/b 的变化关系。从图 3 可以看

出，无量纲的Ⅲ型应力强度因子随 h/b 的减小、a/b

的增加而增大。在第一种、第三种加载情况下，应

力强度因子只与外加剪切荷载 0τ 有关，与外加电场

无关，与 Wang yuanhan[7]纯弹性材料的计算结果是

一致的。图 4、图 5 是含中心裂纹压电材料在第二

种加载情况下、第四种加载情况下， crGG / 与外加

电场强度 E0、外加电位移 D0的关系，与 Kwon SM[6]

的结果相同。从图中可以看出，在第二种加载情况、

第四种加载情况下，应力强度因子和能量释放率不

仅与外加变形 0γ 、材料参数有关，还与外加电场、

电位移有关。 

 
图 3  无量纲强度因子与 a/b 的关系 

Fig.3  Dimensionless stress intensity factor against a/b 

 

 

图 4  第二种加载情况下的 crGG /  

Fig.4  crGG /  for Case 2 

 

图 5  第四种加载情况下的 crGG /  

Fig.5  crGG /  for Case 4 

5  结论 

    本文研究了含裂纹的矩形截面压电材料在平

面内电场和反平面荷载作用下，得到了满足拉普拉
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斯方程、裂纹面边界条件用级数形式表示的位移函

数解和电势函数解，从而得到了应力场和电场的基

本解，其中的未知系数可以通过边界配置法求出。

并且用边界配置法计算了应力强度因子和能量释

放率，其结果与其他方法求解的中心裂纹体相吻

合。总之，本文提出的这种半解析半数值的方法用

于求解含裂纹的压电材料，程序容易编制，计算时

间快，而且具有足够的精确性和广泛的应用性。 
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