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Winkler地基上四边自由矩形薄板的 
3次超谐波共振与奇异性 
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摘  要：通过 Galerkin方法，将 Winkler地基上四边自由受横向简谐激励矩形薄板的控制微分方程转化为非线性

振动方程。应用非线性振动的多尺度法，求得了系统满足 3次超谐共振情况时的一次近似解以及对应的定常运动，

并对其进行数值了计算。对 3次超谐共振定常运动分岔响应方程进行了奇异性分析，得到了开折参数平面的转迁

集和分岔图。揭示了一些新的动力学现象。 
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THREE SUPERHARMONIC RESONANCE AND SINGULARITY OF 
RECTANGULAR THIN PLATES WITH FOUR SIDES FREE ON WINKLER 

FOUNDATION 

*YANG Zhi-an1, LI Wen-lan2, XI Xiao-yan1 
(1. Tangshan College & Key Lab of Structure and Vibration Engineering of Tangshan, Tangshan 063000, China;  

2. Library of Tianjin University, Tianjin 300072, China) 

Abstract:  According to the Galerkin method, the control equation of rectangular thin plates with four sides free 
on the Winkler foundation under harmonic excitation is translated into nonlinear vibration equations. Using the 
method of multiple scales of the nonlinear vibration, the first approximate solutions and corresponding steady 
state solutions of the three superharmonic resonance of the system are obtained. Numerical calculation is carried 
out. Singularities of the three superharmonic resonance solution are investigated. The transition variety and 
bifurcation diagram of unfolding parameter plane are obtained. Some new dynamics phenomena are pointed out. 
Key words:  elastic foundation thin plane; the Galerkin method; the method of multiple scales; nonlinear 

vibration; singularity 
 
薄板非线性问题控制方程是耦合的偏微分方

程组，求解它们在数学上是相当困难的，对于较简

单边界条件的大变形问题取得了一些结果[1~9]。但

是对于弹性地基上矩形板的大变形分析，报道的结

果很少[10~12]。地基板是工程中所常见的结构，由于

在公路路面、机场跑道、停机场、以及建筑基础等

许多工程都用到了地基板的计算分析，因此对于弹

性地基板的研究对于工程建设具有非常重要的意

义。下面将在 Von karman 板控制方程基础上，给
出具有粘滞阻尼的 Winkler 地基上四边自由受简谐
激振力矩形板非线性动力学方程，通过 Galerkin方
法得到系统的非线性振动方程，应用多尺度法研究
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系统的 3次超谐共振问题，并对其进行数值计算。
应用奇异性理论对 3次超谐共振定常运动分岔响应
方程进行奇异性分析。 

1  Winkler地基上四边自由矩形薄板
控制方程及简化 

置于 Winkler 地基上四边自由的矩形板，水平
方向为 x轴，竖直方向为 y轴。考虑粘滞阻尼、横
向简谐激振力作用以及惯性力的影响，在 Von 
karman偏微分方程组的基础上，得到系统的控制方
程： 
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这是非线性耦合的偏微分方程组。式中，

),,(),,,( tyxFtyxW 分别为板的挠度函数和应力函数。
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EhD 为板的抗弯刚度，其中 h为板的厚度，

υ,E 分别为板的弹性模量和泊松比； K ′为 Winkler
地基系数；ρ 为板单位面积质量； 1ω 为横向载荷的

频率； P 为横向激励的幅值；微分算子 =∇4  
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选择如下近似挠度函数： 
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式中， nnn b
n

a
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= 为时间变量 t

的未知函数， a、 b分别为矩形板的长和宽。下面
取式(4)中第一项作为近似挠度分析，并略去下脚
标。不难验证满足弹性地基上四边自由矩形板的全

部横向边界条件。进而可求出满足式(2)挠度函数
),,( tyxW 和应力函数 ),,( tyxF 。只剩下控制方程(1)

未被满足。将 FW , 的表达式代入式(1)，将产生残

差 
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可通过 Galerkin途径式(6)建立求解方程。 

∫ ∫
+

−

+

−
=2

2

2

2

0
a

a

b

b
yxyxRw dd),(         )(6  

将残差式(5)代入式(6)，得到如下关于 )(tϕ 的非线性

常微分方程 
0)(cos)()()( 5143
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式(7)是受简谐激振力的 Duffing方程。式中 

t
tt

t
tt

d
)(d)(,

d
)(d)( ϕϕϕϕ == &&&

2

2
； 

;dd),(),(),(
'

yxyxwyxW
D
KyxWK

a

a

b

b∫ ∫
+

−

+

− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+∇= 2

2

2

2

4
1

    

；yxyxwxxyyFWxy

xyFWyyxxFW
D
EhK

a

a

b

b

dd),(),,

,,,,(

&+

−−= ∫ ∫
+

−

+

−

2

2

2

2

2 2
 

∫ ∫
+

−

+

−
= 2

2

2

2

2
3

a

a

b

b yxyxw
D

K dd),(ρ
； 

∫ ∫
+

−

+

−
= 2

2

2

2

4 dd),(),(1
a

a

b

b yxyxwyxp
D

K ； 

∫ ∫
+

−

+

−
= 2

2

2

2

2
5

a

a

b

b yxyxw
D
CK dd),( ； 

2  3次超谐波共振理论分析 

由以上数学模型的推导，可以得出弹性地基板

的有阻尼非线性振动微分方程。因为阻尼力、非线

性力与惯性力、线性力相比是小量，在它们前面冠

以小参数 ε ，上述方程可以转化为： 
tFtkttt 11
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02 ωϕεϕωϕεµϕ cos)()()()( =+++ &&&   (8) 

式中， 

352 kk /=εµ ， 31
2
0 kk /=ω ， 32 kkk /=ε ， 341 / kkF =  

为研究系统的 3次超谐波共振，引入调谐参数
σ ，由下式确定 

εσωω += 013  
其中， (1)0=σ ，将上式代入式(8)得 
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根据多尺度法[3]，研究主共振一次近似，采用

两个时间尺度，设 
),(),()( 101100 TTTTt εϕϕϕ +=         (10) 

将式(10)代入式(9)，比较 ε 同次幂的系数，得到一
组线性偏微分方程 
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方程组(11)中第一式的通解为 
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式中 )(/ 2
1

2
01 2 ωω −= FB ，( cc为共轭项) 

将式(12)代入方程组(11)中第二式，得 
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cc为共轭项，由式(13)得消除永年项 
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令 βσβσ −+= 11 TT ，代入上式，得  
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令 βσφ −= 1T 再分离实部、虚部得 
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式中 )(/ 2
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01 2 ωω −= FB  

令 01 =aD , 01 =φD ，得确定定常解的代数方程 
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上面两式平方后相加得，消除φ，得 
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式(12)即为 3次超谐共振的幅频响应方程 
以上所讨论的是系统 Duffing 项前系数为正值

时的情况，此时系统方程的特性为硬刚度特性。由

于系统参数的变化，实际上也存在 Duffing 项系数
为负值时的情况，此时所求得的系统方程的特性为

软刚度特性。将此种情况代入原方程，重新推导(推
导过程与以上推导过程相同)，可得到新的幅频响应
方程，即： 
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用研究非线性振动的经典近似方法得到的只

是系统在确定参数时的周期解。由于不同的系统中

的系统参数不会完全相同，某些参数的变化有可能

引起系统微分方程的结构不稳定，使振幅产生较大

的变化，产生事故。下面应用奇异性理论分析系统

定常解的局部分岔，得到分岔解的全部拓扑结构。

以便将系统的振动控制在安全稳定的范围。以对应

硬刚度特性的幅频响应方程式(17)为例分析说明。 
由式(17)，得： 

02
2

1
22

21 =++−= vavaaR ])[(),,,( λυυλ     (19) 
式中 

k
B

3
824 02 σωλ −= ，

2

22
0

1
3

8
k

v
µω

= ，
k
kBv

3
24 6

2 −=  (20) 

取 λ为分岔参数，与系统调谐参数有关，反映
系统调谐参数变化会引起 3次超谐共振振幅发生变
化。 1v 、 2v 为开折参数，应用奇异性理论[13]，导出

1v 、 2v 平面上的转迁集为： 
(1) 分岔集 },{ 00 12 ≤== vvB  

(2) 滞后集
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(3) 双极限集 ΦD = (空集) 
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转迁集 DHB ∪∪=∑  
转迁集∑将开折参数平面 21 νν − 划分成 5个区

域，如图 1所示。在不同的区域中，代表幅频响应
曲线解的拓扑结构是不同的。只要系统参数选在区

域(1)，就不会出现跳跃和滞后现象。对于文中系统
物理参数取值范围为图 2中区域(1)和区域(2)。 

(4) (5)无解
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3  3次超谐波共振数值分析 

按式(17)或式(18)可应用 Matlab 语言[14]计算度

系统 3次超谐波共振硬特性或软特性两种情况下的
响应曲线。计算中，如无特殊声明，Winkler 地基
上矩形板的取值为： 
     ,/mSgk3.42,m4 22⋅=== ρba  
     ,t/m.,N 2610532 ×== Ep m.,. 30150 == hυ  

图 2和图 3分别为硬软刚度系统 3种阻尼情况
下的幅频响应曲线，图中调谐值 rad/s2=σ ，在调谐

值一定的情况下，从数值计算结果图 2和图 3发现
幅频响应曲线具有两种拓扑结构，存在跳跃和滞后

现象，图中两种不同拓扑结构曲线所取物理参数值

对应图 1中区域(1)和区域(2)。此结果与奇异性分析
结果一致。 

  
图 2  硬刚度系统幅频响应 

Fig.2  Amplitude-frequency response curves of hard stiffness 

system 

 
图 3  软刚度系统幅频响应 

Fig.3  Amplitude-frequency response curves of soft stiffness 

system 

4  结论 

(1) 系统 3 次超谐波共振幅频响应曲线均具有
跳跃和滞后现象。 

(2) 随着阻尼值的增大，系统的共振幅值减小，
说明阻尼对共振振幅具有抑制作用。 

(3) 对系统定常响应方程进行了奇异性分析，
给出了开折参数平面的转迁集和分岔图，奇异性理

论分析结果与数值结果吻合。同时为系统 3次超谐
波共振响应曲线跳跃和滞后现象的控制提供了理

论依据。 
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图 1  参数开折参数平面转迁集分岔图 

Fig.1  The transition variety and bifurcation diagram of 

unfolding parameter plane 
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图 4  材料弹性模量比对弹塑性临界应力的影响 

Fig.4  The effect of the ratio of Young’s moduli on critical 

stress 
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图 5  材料屈服极限比对弹塑性临界应力的影响 

Fig.5  The effect of the ratio of yield limits on critical stress 

(3) 为了与文献[7]进行比较，对钢制圆柱壳进
行计算。令 1/50/ =Rh ，且 210GPa2 == EE1 ，

80GPa12 =G ， 240MPa2211 == ΣΣ ， 120MPa12 =Σ ，

0.3=v , 240MPa=η ， 0.22=t , 当 == mRLx /  
1.0 , 6=n 时,本文的计算结果为 MPa.3265=crσ ；而

按文献[7]的公式计算结果为 MPa.5256=crσ ，二者

十分吻合。 
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