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裂纹稳态扩展下正交异性材料的 
动应力强度因子 KⅢ 解答 

*胥红敏，姚学锋，冯西桥 
(清华大学航天航空学院工程力学系，北京 100084) 

摘  要：研究了无限大正交异性材料中半无限长Ⅲ型裂纹的动态扩展问题。裂纹尖端附近的应力和位移被表达为

解析复函数的形式，而复函数可以表达为幂级数的形式，幂级数的系数由研究问题的边界条件来确定。这样就给

出了裂纹尖端附近的应力分量和位移分量的简单近似表达式，由推导出的动应力分量和动位移分量可以退化为其

在各向同性材料静态断裂问题中的情况。最后，裂纹扩展特性由裂纹几何参数和裂纹扩展速度来反映出来，相同

的几何参数情况下，裂纹扩展愈快，裂纹尖端附近的最大应力分量和最大位移分量愈大。 
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DYNAMIC STRESS INTENSITY FACTOR KⅢ AND DYNAMIC CRACK 
PROPAGATION CHARACTERISTICS OF ORTHOTROPIC MATERIAL 

*XU Hong-min , YAO Xue-feng , FENG Xi-qiao 
(School of Aerospace, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  The dynamic propagation problem of semi-infinite mode  crack in an orthotropic infinite body is Ⅲ

investigated. The stresses and displacements near the crack tip are expressed as analytical complex functions, 
which can be represented in power series. The constant coefficients of the series are determined with boundary 
conditions. Simple approximate expressions for the stresses and displacements near the crack tip are developed. 
The expressions can be degenerated for static problems in isotropic materials. Finally, the crack propagation 
characteristics are represented with the mechanical properties of the orthotropic material and crack speeds. The 
faster the crack velocity, the greater the maximum values of the stresses and displacements near the crack tip.  
Key words:  solid mechanics; fracture dynamics; orthotropic; mode Ⅲ crack; power series; propagation 

characteristics 
 
先进复合材料自 1967 年问世以来一直受到对

重量、性能要求苛刻的航空航天界的关注与重视。

目前复合材料已与金属、高聚物、陶瓷并列为四大

材料并广泛应用于国防、航空、航海、建筑、机械

工业等各个方面[1]。很明显，为了更好的应用复合

材料，对其断裂特性——尤其是动态断裂特性的研

究有其必要性。 
对于正交异性材料动态问题的理论研究，

Kassir 和 Bandyopadhyay[2]研究了无限正交异性媒

介中一中心裂纹的动态响应。Kuo[3]得到两不同正
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交异性半平面间界面裂纹的动态应力强度因子。

Shindo[4]等解得正交异性无限长条带中边缘裂纹的

动态应力强度因子。Rubio-Gonzalez[5]等计算了一正

交异性材料中均匀载荷下半无限长裂纹尖端的动

态应力强度因子，应用 Laplace 和 Fourier 变换以及

Wiener-Hopf 方法解得运动方程中的位移，分析了

裂纹尖端附近应力的渐近表达，由此得到对于每个

荷载类型的动态应力强度因子的封闭形式的解。文

献[6]就一多层正交异性半平面中反平面冲击荷载

下的一面内界面裂纹建立了理论方程并给出了数

值解。在理论分析中应用 Laplace 和 Fourier 变换得

到第二类 Fredholm 积分方程，通过 Laplace 变换数

值 反 演 的 应 用 得 到 动 态 应 力 强 度 因 子 。

Rubio-Gonzalez[7]还研究了一有常速扩展半无限长

裂纹的无限正交异性材料的弹性动态响应，得到Ⅰ

和Ⅱ型载荷下裂纹尖端附近的应力强度因子。在解

运动方程过程中用到 Laplace 和 Fourier 变换以及

Wiener-Hopf 方法，分析了裂尖附近应力的渐进表

达式，由此得到动态应力强度因子的闭和解。文献

[8，9]讨论了任意常数载荷下的正交异性或横观各

向同性材料间的界面裂纹扩展，在基础理论中用到

了双边 Laplace 变换及其反演。Baksi 等[10]的研究涉

及了冲击载荷下包含一中心裂纹的无限正交异性

介质的弹性动力响应，应用 Laplace 和 Fourier 变换

把此瞬态问题归结为 Laplace 变换域中的对偶积分

方程问题。Achenbach和Bazant[11]、Piva和Viola[12,13]

研究了以常速扩展的裂纹尖端应力场和位移场，但

是他们没有把扩展裂纹尖端的动态应力和位移分

量明确地表示出来。 
最近，对于二维断裂问题，Malezhyk 给出了正

交异性黏弹性板中裂纹附近应力应变模型 [14]；

Lalitha 研究了正交异性板问题[15]。对于有限大正交

异性材料，Chen 研究了含裂纹的功能梯度正交异性

条带的热应力问题[16]。Kirilyuk 给出了无限大正交

异性体中圆盘状裂纹的应力状态[17]。 
对于无限大正交异性材料的断裂动力学问题，

裂纹尖端周围的动态应力分量和动态位移分量很

重要，Rizza 给出了正交异性材料Ⅰ和Ⅱ型裂纹的

解析解，其结果也不是显式[18]。Lee 也研究了动应

力强度因子 IK 、 IIK 和正交异性材料的动态裂纹扩

展特性[19]，并且得到正交异性材料裂纹尖端的动态

应力分量和动态位移分量的近似表达；本文在此基

础上，研究了动应力强度因子 IIIK 和正交异性材料

III 型裂纹的动态扩展特性，并且推导了正交异性材

料中 III 型裂纹裂纹尖端的动态应力分量和动态位

移分量，该动应力分量和动位移分量可以退化为其

在各向同性材料中的静态断裂问题中的情况。裂纹

扩展特性由正交异性材料的材料性质和裂纹扩展

速度表示出来，表明裂纹扩展越快裂纹尖端附近的

应力最大值越大。 

1  函数 )( 1zϕ 和 )( 2zψ 表达的位移场和应

力场 

在固定的 Cartesian 坐标系 YX− 中，根据动量

守恒定律，对于Ⅲ型裂纹，有： 

2

2

t
w

YX
YZXZ

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂ ρττ           (1) 

这里 w 为 z 方向的位移；正交异性材料的几何方程

与各向同性材料相同，即： 
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u 和 v分别为 x 和 y 方向的位移，对于Ⅲ型反平面裂

纹， 0== vu ，即： 
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正交异性材料的本构关系： 
XZXZ C ετ 55= ，  YZYZ C ετ 44=        (4) 

55C 和 44C 是正交异性材料刚度矩阵中的刚度分量。 

综合式(1)、式(3)和式(4)，可以得到正交异性

材料反平面问题的运动方程为： 
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ρ 为材料密度。 
假定裂纹以常速 c沿 X 轴扩展，引入运动坐标

x 和 y 分别为 ctXx −= 和 Yy = ，由此，方程(5)可

以变换为： 
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引入 )( ηξα +=x 和 ηξ −=y ，有： 
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式(7)变为以下形式： 

0
2
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∂∂

∂
ηξ
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于是，位移 w 可以表达为ξ 和η 的函数： 
)()( 21 ηξ ffw +=             (10) 

根据上式，由ξ 和η 与 x 和 y 的关系，位移 w 又可

表达为： 
=+++= )()()()( 2121 zzzzw ψϕψϕ  

)]()([Re2 21 zz ψϕ +               (11) 

这里， 
,1 yxz α+=    yxz α−=2         (12) 

根据正交异性体中应力和位移的关系， yzτ 和

xzτ 有表达式： 

)]()([Im2)( 21
2

5544 zzcCCyz ψϕρτ ′−′⋅−=    

)]()([Re2 2155 zzCzx ψϕτ ′+′⋅=            (13) 

2  函数 )( 1zϕ 和 )( 2zψ 的级数扩展 

把 )( 1zϕ 和 )( 2zψ 写为以下的幂级数形式： 
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其中 *0
kkk iAAA += 、 *0

kkk iBBB += ， kA 和 kB 为幂级

数的复系数， 0
kA 、 0

kB 和 *
kA 、 *

kB 分别为它们实部

和虚部。对 )( 1zϕ 和 )( 2zψ 求导数，并且根据 Euler

公式，有： 
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在裂纹面 π21 == θθ 和 π21 −== θθ 上，分别有剪

力 0=yzτ 和 0=xzτ ，即： 
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如果 00
kk BA − 和 **

kk BA − 与 00
kk BA + 和 **

kk BA + 有非零

值，必须有： 
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即： 0π)1(2sin =−kλ ，由此可以得到 kλ 的取值： 
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考虑到式(16)，幂级数系数的实部和虚部有关系： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==−=

=−==

ΛΛ

ΛΛ

,6,4,2,,

,5,3,1,,
**00

**00

kBABA

kBABA

kkkk

kkkk   (19) 

坐标系 ),( θr 表示以移动的裂纹尖端为坐标原

点的极坐标系，如果 yixz += ，则 1z 、 2z 和 z 的关

系以及各坐标系之间的关系如图 1 所示。由式(14)
和图 1，可以得到： 
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图 1  级坐标 ),( θr 、 ),( 11 θr 和 ),( 22 θr 之间的关系 

Fig.1  The relationships among the polar coordinates  
),( θr 、 ),( 11 θr  and ),( 22 θr  
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设定： 021 θθθ =−= 、 021 rrr == ，于是： 
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把式(22)代入式(13)，可得 yzτ 和 xzτ 的一般表达式： 
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当 1=k 时， 
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考虑到式(11)，有位移场的一般表达式： 

⎥⎦
⎤⋅−−⎢⎣

⎡ ⋅+⋅= ∑
= 2

sin)(
2

cos)(2 0**000

1

2/
0

θθ kBAkBArw kkkk

n

k

k  

 (25) 
当 1=k 时，位移 w 变为： 
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3  级数项中的常系数以及裂纹尖端

附近应力场和位移场的解析表达 
在式(26)中，当 00 =θ 时，角度 0=θ 并且位移

0=w ，由此可导出 00
1 =A ，由此，可得到一般常数

0
kA 的值；并且根据 0

kA 和 0
kB 的关系，得到 0

kB ： 
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把式(27)代入式(23)和式(25)，可推导出正交异性材

料中动态断裂问题的一般应力场和位移场： 
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把动应力强度因子定义为： 
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1K 即为通常要得到的动态应力

强度因子 IIIK ，此时，把式(32)代入式(28)和式(29)，

得到应力场和位移场为： 
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由图 1 及式(20)和式(21)，在式(33)和式(34)中，有： 
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需要指出，在所研究的正交异性材料中，如果

0=c 、 2
25544 cCC ρ== ( 2c 为材料的剪切波速)，则， 
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Kw                 (38) 

可以看出此结果与各向同性材料中静态裂纹周围

的应力和位移分布相吻合[20]。 

4  实例与结果分析 

这里用标准化的裂纹扩展速度 M 和标准化的
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材料常数来说明扩展裂纹尖端的应力和位移扩展

特性，用标准化的应力强度因子来表示裂纹尖端的

应力场和位移场，为了使结果明了，要计算的点的

位置由级坐标来表示。 
图 2 为裂纹尖端附近标准化的剪应力 III/Kyz ′τ 和

M 之间的关系。可以看出， o120− 和 o120+ 为两个

转折点，在 o120− 到 o120+ 之间，任何以常速扩展

裂纹的 III/Kyz ′τ 值都比静态裂纹的该值大并且裂纹

扩展速度越快， III/Kyz ′τ 值越大；在 o180− 到 o120− 与

o120 到 o180 之间，任何以常速扩展裂纹的 III/Kyz ′τ 值

都比静态裂纹的该值小并且裂纹扩展速度越快，

III/Kyz ′τ 值越小。 M 为 0.9 时，最大值发生在

o60±=θ ；M 为 0.0、0.3 和 0.6 时，最大值发生在

o0=θ 。 

 
图 2  裂纹尖端附近 III/Kyz ′τ 随裂纹扩展速度的变化 

Fig.2  Variations of III/Kyz ′τ  with the velocities of crack 

propagation around the crack tip 

 
图 3  裂纹尖端附近 III/Kxz ′τ 随裂纹扩展速度的变化 

Fig.3  Variations of III/Kxz ′τ  with the velocities of crack  

propagation around the crack tip 
图 3 为裂纹尖端附近标准化的剪应力 III/Kxz ′τ 和

M 之间的关系。可以看出，裂纹扩展速度越快，

III/Kxz ′τ 值越大。 M 为 0.9 时，最大值发生在
o120±=θ ；M 为 0.0、0.3 和 0.6 时，最大值发生在
o180±=θ 。 

图 4为裂纹尖端附近标准化的位移 III/Kw ′′ 和 M
之间的关系。可以看出，裂纹扩展速度越快， III/Kw ′′

值越大。并且无论 M 为 0.9 还是 M 为 0.0、0.3 和

0.6 时，最大值都发生在 o180±=θ 。 

 
图 4  裂纹尖端附近 III/Kw ′′ 随裂纹扩展速度的变化 

Fig.4  Variations of III/Kw ′′  with the velocities of crack 

propagation around the crack tip 

5  结论 

正交异性体 III 型动态裂纹尖端附近的应力场

和位移场可以用裂纹尖端附近的动态应力强度因

子方便地表示，结果表明，裂纹扩展速度直接影响

着裂纹尖端附近应力场和位移场的分布，但是其对

于裂纹尖端角度的变化趋势是一致的。本文的结果

可以退化为各向同性材料的静态裂纹问题，其表达

式与众所周知的结果相一致。 
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4  结论 

板料弯曲回弹问题因回弹量大、预测精度低，

一直是国内外学术界及工业界研究的重点。本文针

对大曲率半径的回弹问题，建立了服从 Hill屈服准
则和指数强化材料模型的各向异性板料纯弯曲理

论模型。并以 Numisheet’2002无约束柱面弯曲回弹
考题为例，通过与实验结果的对比表明，本文算法

得到的回弹结果与实验值很接近，而采用线性强化

模型以及 Von Mises屈服准则时，计算精度较差，
单轴应力指数强化模型预测的回弹量精度最差，由

此看出屈服准则和强化模式的选取对预测板料回

弹量具有重要影响，且前者相对后者更为敏感，由

此表明屈服准则和强化模式的选取应符合材料的

实际性质。而与有限元计算结果的对比表明，因采

用显/隐式算法及壳单元模拟板料成形回弹过程所
引起的误差，使得有限元预测板料弯曲回弹的精度

较本文的理论模型预测板料弯曲回弹的精度低。 
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