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摘  要 为解决用确定性有限元或已有无量纲断裂参数表值时进行弹塑性断裂随机分析的问题 本文研究了利用

数值插值方法进行随机参数计算的可行性 以单边裂纹板为例 根据确定性有限元计算的无量纲断裂参数表值

通过多维插值计算获得断裂参数及其对基本随机变量变化率 应用 弹塑性断裂随机分析的工程方法 进行弹塑

性断裂随机分析 算例表明在敏感区用插值方法计算的结果小于用随机有限元方法计算的结果  

关键词 弹塑性断裂力学 工程方法 有限元插值方法 

中图分类号 O344.7, O346.1    文献标识码 A 

 

1  引言 

    随机分析是断裂力学发展的一个方向,也是结

构可靠性评估的基础 就断裂力学方面而言 弹

塑性断裂的随机分析研究是难点又是热点 由于弹

塑性随机分析的复杂性 延性断裂的可靠性研究在

结构可靠性领域中仍然是薄弱环节 这类问题的关

键有两点,一是要解决适于工程应用的弹塑性断裂

参数的工程估算方法 二要解决弹 塑性断裂参数

及其变化率的计算 目前这方面有关的研究工作

还不多 [ 1 , 2 ] 在已有确定性有限元或无量纲断裂参

数表值情况下利用数值插值方法进行参数计算,根

据计算结果进行塑性断裂随机分析是一种较方便

和较简单的方法 本文应用 弹塑性断裂随机分析

的工程方法 以单边裂纹板为例 根据确定性有

限元计算的无量纲断裂参数表值,通过多维插值计

算获得弹 塑性断裂参数及其对基本随机变量变化

率的计算 同时进行方差 可靠性指标 可靠度的

计算  

2  断裂随机分析的工程方法 

    按照 Kumar, German, Shih 等提出的 弹塑性断

裂 力 学 的 工 程 方 法 [3,4] 对 于 满 足 下 列

Ramberg-Osgood 特性的材料 
N)/(// 000 σσασσεε +=         (1) 

弹塑性的结果可通过线弹性和全塑性情况下的结

果进行估算[3](如图 1) 有 
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有限元计算结果  

 

弹塑性工程方法估算结果 

 

 

弹性解 

P 

J

全塑性解 

 
图 1  弹— 塑性估算方法(J 积分随载荷变化)的说明 

Fig.1  The illustration for elastic-plastic fracture estimation 

method (J-integral vs applied load) 
式(1)中α 0σ 0ε N— 分别是材料常数 屈服应

力 屈服应变和硬化指数 式(2)中 J J 积分 δ
裂纹张开位移 c∆ 由裂纹引起的加载点的位移

cθ 由裂纹引起的加载线的转角 ea — 修正后的裂

纹长度 由下式给出 

pe raa φ+=              (3) 



70 工    程    力    学 

而 

2

0

))(
1

1
(

1

σβ
I

p
K

N

N
r

+
−

=             (4) 

])(1/[1 2

0P

P
+=φ                 (5) 

    平面应力时 2=β 平面应变时 6=β P 是作

用于每单位厚度板上的广义载荷 0P 为每单位厚度

板上的极限载荷或参考载荷 00 σγcP = γ 是约束

因子 c 为韧带宽 (2)中每式的线性部分可表示为  
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式中 
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而 E— 弹性模量 µ泊松比 P— 拉伸载荷 =I(If 1

2 3 4)为弹性解系数 (2)中每式的塑性部分可表

示为  
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式中 IH — 塑性解系数 0P — 理想塑性材料( ∞=N )

的极限载荷 If IH (I=1 2 3 4)也称无量纲断

裂参数 所谓工程方法就是预先由断裂有限元计算

专家将无量纲断裂参数算出并制成表 工程人员进

行断裂分析时只依据无量纲断裂参数表和式(6) (7)

进行断裂参数的计算,而无需进行复杂的有限元计

算  

    将上述 工程方法 推广至随机分析(从数

学观点看 当两函数近似相等时要使其导数也保持

近似关系 两函数应连续且具有相同的单调性 断

裂参数满足此条件 见图 1) 对弹塑性解有 













+=
+=
+=
+=

),a(,)a(,,

),a(,)a(,,

),a(,)a(,,

),a(,)a(,,

N

N

N

NJJJ

i
p
cei

e
cic

i
p
cei

e
cic

p
ie

e
ii

p
ie

e
ii

θθθ
∆∆∆

δδδ          (8) 

    全塑性问题是关键 是难点 对全塑性解有  
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    由此知 应用式 (8) 需预先计算好 f H
函数及其变化率值 下面以 1H 函数为例说明

计算断裂参数及其变化率的数值插值方法  

3  计算断裂参数及其变化率的数

值插值方法 

    计算断裂参数及其变化率的多维局部数值插

值方法是先用确定性的有限元计算无量纲断裂参

数值 并将其随基本随机变量的变化情况列成表

再对表值进行局部插值 以得到所要求的无量纲断

裂参数及其对基本随机变量的变化率 本文计算所

用幂律全塑性罚函数有限元方法和程序见[5,6] 

3.1 多维局部插值方法 

    当关于自变量(基本随机变量)的函数(断裂参

数)表值已经给出时 求函数值(如 H函数)及其偏导

数(如 ξ∂∂∂∂ /,/ HnH )可借助插值方法 插值方法

是工程计算的基本工具 关于插值函数的存在唯一

性 构造法以及误差分析 有关 计算方法 的教

科书如[7]已有论述 现仅给出本文编程所用公式  

    对于 m 个参数的 n 次 Lagrange 插值,需考虑

(n+1)m 个点的数据 设 ),,,( 21 mxxxf L 为 m 个自变

量的多元函数 且 f 在(n+1)m 个数值点的函数值已

知 (n+1)m 个 数 值 点 对 应 于 每 个 自 变 量

),,2,1( mix i L= 有 n+1 个 坐 标 值 ,,, 10 Lii xx  
n
i

n
i xx ,1− (此处 0,1, ,n 为上角标不是指数 是已知

的 于是(n+1)m 个数值点的函数值可表示为  

),,2,1,0,,(

),,,(

21

21
21

为上角标njjj

xxxff

m

j
m

jj m

LL =

⋅⋅⋅=      (10) 

    对于变量 ix 的第 ),,2,1,0( njj L= 个基函数为: 
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则有 
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    根据以上列式即可编制程序  

3.2 1H 函数值确定性有限元计算 

    本文所用无量纲断裂参数表值是用确定性的

幂律全塑性罚函数有限元计算的 列式为: 
1

0001 ]/)[/(/),/( += NPPbacJNbaH εασ       (14) 

式中 a b c— 分别是裂纹长 板宽和韧带宽(图 2)

P— 拉伸载荷 0P 是理想塑性材料(N=∞)的极限载

荷 对单边裂纹板由下式计算  





=
)(072.1

)(455.1

0

0
0

平面应力

平面应变

ση
ση

c

c
P    (15) 

 
图 2  远场拉伸下的单边裂纹板 

Fig.2  A single edged crack plate under tensile load 

式中 
caca /])/(1[ 2/12 −+=η          (16) 

    按照形变理论和 HRR场理论 H 函数只是相对

裂纹长 ba / 和幂律指数 N 的函数 对幂律材料的裂

纹板而言 H 函数有两个基本随机变量 采用八结

点等参幂律非线性随机有限元 对平面应变下的单

边裂纹板 考虑板的上半部,进行网格划分 用 192

个单元 633 个结点 裂尖采用压缩四分之一结点

的奇异单元 计算时取弹性模量 E=2.0×105MPa
屈 服 极 限 0σ =500MPa 系 数 1=α 泊松比

µ =0.4999 板宽 b=0.020m 拉伸载荷 P=20

400=8000N 表 1 给 出 了 N=1~10
ξ =1/8,3/16,1/4,5/16,3/8,7/16 的幂律材料单边裂纹

板在平面应变下无量纲断裂参数 H1 确定性的幂律

全塑性有限元计算结果  

表 1  平面应变下单边裂纹板的 1H 值 

Table 1  1H  of a single edged crack plate under plane strain 

N         ξ  1/8 3/16 1/4 5/16 3/8 7/16 

1 4.89 4.57 4.34 4.12 3.89 3.65 

2 7.02 6.00 5.07 4.11 3.37 2.86 

3 8.91 6.92 5.06 3.67 2.78 2.23 

4 10.7 7.52 4.83 3.20 2.27 1.72 

5 12.5 7.84 4.51 2.76 1.82 1.32 

6 14.3 7.92 4.18 2.36 1.45 1.00 

7 16.1 7.93 3.85 2.00 1.15 0.760 

8 17.9 7.90 3.53 1.69 0.912 0.575 

9 19.7 7.84 3.23 1.43 0.721 0.435 

10 21.5 7.78 2.94 1.21 0.570 0.328 

3.3 应用插值方法进行断裂随机分析 

    断裂随机分析首先要进行断裂参数及其变化

率的计算 下面以全塑性 J 积分及其对裂纹长度

幂率指数变化率的计算为例 说明方法的应用  

    假定平面应变下单边裂纹板为纯幂律材料 已

知弹性模量 E=2.0×105MPa 系数 1=α 幂律指数

的均值 N=5 板的裂纹长度 a=0.007m 板宽

b=0.020m (此时相对裂纹长度ξ =0.35) 在拉伸载荷

P=20 400=8000N 求屈服极限分别为 0σ =400, 

500MPa时幂律全塑性的 J积分的值 J 和 J 积分对裂

纹长度 a 幂律指数 N 的变化率 aJ nJ  

    解 平面应变下单边裂纹板的 1H 函数有两个自

变量 幂律指数 N 和裂纹相对长ξ 故插值公式中

m=2 取插值次数 n=2 由 N=5,ξ =0.35 则 N 的 n+1

个值(3 个)可取 4,5,6;ξ 的 n+1 个值可取 1/4 5/16

/3/8 从表 1 取出 1H 的相应表值(如表 2)用插值公式

计算ξ =0.35 时的对应值 得表 3  
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表 2  取出的 1H 函数值         表 3  插值计算结果 

Table 2  1H  taken         Table 3  The interpolating 

          from Table 1               results  

N     ξ  1/4 5/16 3/8  ξ  1H  ξ,1H  
NH ,1  

4 4.83 3.20 2.27  0.35 2.10 -14.0 -0.43 

5 4.51 2.76 1.82      

6 4.18 2.36 1.45      

    将有关值代入下式  
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    注意到 abcbHH a −== ,/,1,1 ξ 计算可得表 4 由

表可见插值计算方法与直接随机有限元方法所得

结果的差异 表中所用是幂律非线性材料的随机有

限元[8]  

表 4  插值方法计算结果及与随机有限元计算结果比较 

Table 4  Comparison the interpolating results  

with those of SFEM  

 0σ =400MPa 
0σ =500MPa 

参    数 J/MPa-m Ja/MPa JN/MPa-m J/MPa-m Ja/MPa JN/MPa-m 

随机有限元

计算结果 
2.52E-01 2.08E+02 9.58E-02 1.03E-01 8.84E+01 1.69E-02 

数值插值

计算结果 
0.235 191.4 0.086 0.0964 78.4 0.014 

    假定 a N 的变化是不相关的 若 a N 的分布

或 均 值 方 差 已 知 时 如 取 a =0.007m

Var(a)=0.01×10-6(m)2 N =5 Var(N)=0.01 可根据

上面的计算结果求得 J 的均值和方差 当韧度的分

布(或均值 方差)已知时可进行可靠度分析和计算

如假定韧度变化与 J 的变化不相关 0σ =400MPa

时 )( cJE =0.30 Var( cJ )=5.0×10-4
0σ =500MPa 时

)( cJE =0.11,Var( cJ )=5.0×10-5 则可算得可靠性指标

β 和可靠度 rP 失效概率 fP 等 见(表 5)  

表 5  插值方法的随机分析结果 

Table 5 Results of stochastic analysis by interpolation method 

参  数 
均值 

J/MPa-m 

方差 Var(J)/ 

(MPa-m)2 

可靠性 

指标 β  

可靠度 

Pr 

失效 

概率 Pf 

0σ =400MPa E(Jc)=0.30 Var(Jc)=5.0×10-4    

随机 

有限元方法 
2.52E-01 5.25E-04 1.50 93.32% 6.58% 

数值 

插值方法 
0.235 3.66E-04 2.13 98.33% 1.66% 

0σ =500MPa E(Jc)=0.11 Var(Jc)=5.0×10-5    

随机 

有限元方法 
1.03E-01 0.81E-04 1.49 93.20% 6.80% 

数值 

插值方法 
0.0964 0.634E-04 2.22 98.68% 1.32% 

4  结语 

    弹塑性断裂随机分析时参数及其变化率的计

算可以借助确定性的有限元计算结果和插值方法

来完成 但需注意这种方法所含的不安全性 由于

数值插值本质上是利用函数的连续性和光滑性来

近似获得函数和其变化率的结果 这种结果带有局

部平均的特点 当函数变化率很大时 所得均值或

变化率的绝对值往往偏小 由此可能会使计算所得

可靠度偏大 这是不安全的 在使用这一方法时

尤其在敏感区域要加以注意  
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AN INTERPOLATION METHOD FOR STOCHASTIC ANALYSIS OF 

ENGINEERING ELASTIC-PLASTIC FRACTURE 
 

LI Jian-kang 1 ,  SUN Xun-fang 2 

(1. Lanzhou railway institute, Lanzhou, 730070; 2. Southwest Jiaotong University, Chengdu, 610031) 

 

Abstract:  In probabilistic fracture analysis, it is necessary to evaluate the mean values and variances of 

fracture parameters. The mean values are usually computed by normal finite element method while the variances 

are often obtained using stochastic finite element method. In this paper, an interpolation method for stochastic 

analysis of engineering elastic -plastic fracture is introduced. In the present method, the mean values and the 

variances of fracture parameters are computed with reference to a table, which has been set up in advance. It is 

shown that the computed results by the interpolation method are smaller than those by stochastic finite element 

method in sensitive zone. 

 

Key words:  elastic -plastic fracture mechanics; engineering method; stochastic finite element-interpolation 

method 


