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四边形单元面积坐标的微分和积分公式
�

　龙志飞　　　　李聚轩　　岑　松　　龙驭球
　　　(中国矿业大学北京研究生部,北京 100083)　　　　(清华大学土木系,北京 100084)

提　要　构造四边形单元时, 应用面积坐标方法有其优点。文献[ 1]系统地论述了四边形单

元面积坐标理论, 本文是文献[ 1]的续篇, 补充论述采用四边形单元面积坐标时的微分和积分公

式。采用三角形单元面积坐标时的微分和积分公式是其特殊情况。应用面积坐标方法时, 易于得

出四边形单元刚度矩阵的积分显式,无需依赖于数值积分, 这个优点是采用四边形等参坐标时

所不具备的。
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一、引　　言

构造四边形单元时,通常采用等参坐标方法,该法有许多优点,但它一般不能得出四边

形单元刚度矩阵的积分显式,而必须采用数值积分, 则是美中不足之处。

文献[ 1]提出四边形单元面积坐标理论,为构造四边形单元开辟一条新途径。作为它的

续篇, 本文补充采用四边形单元面积坐标方法时的微分和积分公式, 并沿用文献[ 1]中的符

号。

二、微　分　公　式

四边形单元中任一点 P 有四个面积坐标分量 L 1, L 2 , L 3, L 4。它们与直角坐标 x , y 的变
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换关系为

L i =
1
2A

( a i + bix + ciy )　　　　( i = 1, 2, 3, 4) ( 1)

利用两种坐标的变换式( 1) ,即可导出两种坐标中一阶导数和二阶导数的变换式如下。

( 1)一阶导数的变换式
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　　( 2)二阶导数的变换式
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( 6)

三、法向导数和切向导数

令 ni 和 s i 分别表示四边形单元第 i边的法向和切向(图 1)。各边边长为

li = b
2
i + c

2
i　　( i = 1, 2, 3, 4) ( 7)

各边法向余弦为 ( ni , x ) = -
bi

li
　　( ni , y ) = -

ci
l i

( 8)
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图 1

各边切向余弦为

( s i , x ) =
ci
l i
　　( s i, y ) = -

bi
l i

( 9)

各边法向导数为

�
�ni

= -
1
l i
( bi
�
�x + c i

�
�y ) = -

1
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各边切向导数为

�
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四、面积分的基本公式

在四边形单元中,求面积坐标任意幂函数 L
m
1L

n
2L

p
3L

q
4在单元上的面积分时, 可应用下列

两个等价的基本积分公式:

∫∫A
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m
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n
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q
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( B)

其中

C
i
k = k!

( k - i ) ! i!
( 12)

实际上,如果在式( A)中进行循环替换,即将(m, n, p , q)依次换成( n, p , q, m ) ,将( g1 , g2 , 1-
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g1 , 1- g 2)依次换成( g2 , 1- g1, 1- g2 , g1 ) ,则得到式( B)。

如果四边形单元退化为三角形单元, 例如,当 g1= g 2= 0时, 结点 1和 2互相重合, L 4=

0, q= 0,代入式( A)或( B)后, 即得到三角形面积坐标任意幂函数的著名面积分公式如下: [ 2]

∫∫A
L

m
1 L

n
2L

p
3dA =

m ! n! p !
(m + n + p + 2) !

2A ( 13)

五、低阶幂函数的面积分公式

为了应用上的方便,根据面积分基本公式( A)或( B) , 列出四边形单元面积坐标低阶幂

函数(由 1阶到 3阶)在单元上的面积分公式如下。

( 1) 一阶项( 4个, 1组)

∫∫A

L 1

L 2

L 3

L 4

dA =
A
3

1 - ( 1 - g2) g 1

1 - g 1g2

1 - g 2( 1 - g1 )

1 - ( 1 - g1) ( 1 - g2)

( 14)

( 2)二阶项( 10个, 3组)

∫∫A

L
2
1

L
2
2

L
2
3

L
2
4

dA = A
6

( 1 - g1)
2
+ g1g2 [ ( 1 - g1 ) + g2]

( 1 - g2) 2 + g2( 1 - g 1) [ ( 1 - g 2) + ( 1 - g1 ) ]

g
2
1 + ( 1 - g1 ) ( 1 - g2 ) [ g1 + ( 1 - g 2) ]

g
2
2 + ( 1 - g2 ) g1[ g 2 + g1]

( 15)

∫∫A

L 1L 2

L 2L 3

L 3L 4

L 4L 1

dA =
A
12

( 1 - g1) + 2( 1 - g2) g 1g2

( 1 - g2) + 2g 1g2 ( 1 - g1)

g 1 + 2g2 ( 1 - g1) ( 1 - g2)

g 2 + 2( 1 - g1 ) ( 1 - g2 ) g1

( 16)

∫∫A

L 1L 3

L 2L 4

dA =
A
12

( 1 - g2) - g1 + 2g 1g2

g 1 - g2 + 2g2 ( 1 - g1)
( 17)

( 3) 三阶项( 20个, 5组)

在上列积分公式( 14) - ( 17)中, 如果已知每组中第 1行公式, 则该组中的其他行公式可

利用循环替换( g1→g2→1- g1→1- g 2→g 1)依次写出。为了节省篇幅,以后在每组中只列出

第 1行公式。

∫∫A
L

3
1dA =

A
10{ ( 1 - g1)

3
+ g 1g2 [ ( 1 - g1 )

2
+ ( 1 - g1 ) g2 + g

2
2 ] } ( 18)

∫∫A
L

2
1L 2dA =

A
30

{ ( 1 - g1 ) 2 + 2g1g 2( 1 - g1 ) + g
2
2g1 ( 2 + g1 ) - 3g3

2g1} ( 19)

∫∫A
L

2
1L 3dA =

A
30
{ ( 1 - g1)

2
- g 2( 1 - g1 ) ( 1 - 2g 1) + g

2
2g

2
1} ( 20)
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∫∫A
L

2
1L 4dA = A

30
{ 3g1( 1 - g 1) 2 + g 2( 1 - g1 ) [ ( 1 - g1 ) 2 + 2g 2

1] + g
2
1g

2
2} ( 21)

∫∫A
L 1L 2L 3dA =

A
60

{ ( 1 - g 2) - g1 + 3g 1g2 - 2g 2
1g

2
2} ( 22)

六、边积分的基本公式

在四边形单元中, 求面积坐标任意幂函数在任一边 L i= 0( i= 1, 2, 3, 4)上的边积分时,

可应用下列基本积分公式:

在边12( L 4= 0)上

∫
1

0
L

m
1 L

n
2L

p
3ds =

m! n! p !
(m + n + p + 1) !

g
m
2 g

p
1∑

n

k= 0
( 1 - g1)

n- k
( 1 - g2)

k
C

p
p + n- kC

m
m+ k ( C - 1)

在边23( L 1= 0)上

∫
1

0
L

n
2L

p
3L

q
4ds =

n! p ! q !
( n + p + q + 1) !

( 1 - g 1)
n
g

q
2∑

p

k= 0
( 1 - g2 )

p- k
g

k
1C

q
q+ p - kC

n
n+ k ( C - 2)

在边34( L 2= 0)上

∫
1

0
L

p
3L

q
4L

m
1ds =

p ! q!m !
( p + q + m + 1) ! ( 1 - g2)

p
( 1 - g 1)

m

∑
q

k= 0
g

q- k
1 g

k
2C

m
m+ q- kC

p
p + k ( C - 3)

在边41( L 3= 0)上

∫
1

0
L

q
4L

m
1L

n
2ds =

q!m ! n!
( q + m + n + 1) !

g
q
1( 1 - g2)

n

∑
m

k= 0
g

m- k
2 ( 1 - g1 )

k
C

n
n+ m- kC

q
q+ k ( C - 4)

其中 s 是边j k上的无量纲坐标,在 j点为零,在 k 点为 1。

实际上, 如果在式( C- 1)中进行循环替换,则依次可得出式( C- 2)、( C- 3)和( C- 4)。

如果四边形单元退化为三角形单元, 例如,当 g1= g 2= 0时, 结点 1和 2互相重合, L 4=

0, q= 0,代入式( C- 2)、( C- 3)、( C- 4)后, 即得到三角形面积坐标幂函数的边积分公式如

下:

∫
1

0
L

n
2L

p
3ds =

n! p !
( n + p + 1) !

　　(在边 L 1 = 0上)

∫
1

0
L

p
3L

m
1 ds = p !m!

( p + m + 1) !
　　(在边L 2 = 0上) ( 23)

∫
1

0
L

m
1 L

n
2ds =

m ! n!
(m + n + 1) !

　　(在边 L 3 = 0上)
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附录 1　面积分基本公式( A )、( B)的证明

1. 预备公式( D)

∫
1

0
( 1 - t ) i

t
jdt =

i ! j !
( i + j + 1) !

( D )

证:应用分部积分公式

∫
1

0
udv = uv � 10 -∫

1

0
v du ( 24)

可知

左边 = 1
j + 1∫

1

0
( 1 - t) idtj + 1 =

( 24)
i

j + 1∫
1

0
( 1 - t) i- 1

t
j+ 1dt

　　 =
( 24)

i ! j !
( i + j ) !∫

1

0
t
j + i

dt =
i ! j !

( i + j + 1) !
= 右边, 　　证毕。

2. 预备公式( E)

∫
1

0
t
m( 1 - t ) n[�t + �( 1 - t ) ] pdt =

m! n! p !
(m + n + p + 1) !∑

p

k= 0

�p- k�kCm
m+ p- kC

n
n+ k ( E )

证:应用公式( D) ,可知:

左边 =∫
1

0
t
m( 1 - t ) n[∑

p

k= 0

p !
( p - k ) ! k!

�p- k�kt p- k ( 1 - t) k] dt

=
( D)

∑
p

k= 0

p !
( p - k) ! k!

�p - k�k (m + p - k ) ! ( n + k ) !
(m + n + p + 1) !

=
m! n! p !

(m + n + p + 1)∑
p

k= 0
�p- k�kCm

m+ p- kC
n
n+ k = 右边,　　证毕。

3. 将四边形分解为两个三角形(图 2)

推导基本公式( A)时,将四边形1234分解为两个三角形:△234和△124。令A , A′和 A "

分别表示四边形、△234和△124的面积,则有

A′= ( 1 - g 1) A ( 25)

A " = g1A ( 26)

基本公式( A)中的积分是在四边形 A 上的积分(记为 I ) ,它可写成在两个三角形 A′和 A "上

的积分(记为 I 1和 I 2 )之和:

I =∫A
L

m
1L

n
2L

p
3L

q
4dA =∫∫A′

L
m
1L

n
2L

p
3L

q
4dA +∫∫A "

L
m
1L

n
2L

p
3L

q
4dA = I 1 + I 2 ( 27)

在△234中任一点 P′有两套坐标(图 2b) :四边形面积坐标( L 1 , L 2, L 3, L4 )和三角形面积坐

标( L′1 , L′2, L′3)。两套坐标的关系为
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L 1 = ( 1 - g1) L′1　 　　 ( 28a)

L 2 = ( 1 - g1) L′2　 　　 ( 28b)

L 3 = g 1L′2 + ( 1 - g2) L′3 ( 28c)

L 4 = g 1L′1 + g 2L′3　　　 ( 28d)

图 2

实际上,前二式( 28a, b)可利用式( 25)导出如下:

L 1 =
A 1

A
= A 1 (

1 - g1

A′
) = ( 1 - g1 ) L′1

L 2 =
A 2

A
= A 2 (

1 - g1

A′
) = ( 1 - g1 ) L′2

后二式( 28c, d)可利用文献[ 1]的式( 31)导出如下:

L 3 = ( 1 - g 2) - ( 1 - g2 ) (
L 1

1 - g 1
) - ( 1 - g 1 - g2) (

L 2

1 - g1
)

　 = ( 1 - g 2) - ( 1 - g2 ) L′1 - ( 1 - g1 - g2) L′2 = g1L′2 + ( 1 - g2 ) L′3

L 4 = g2 + ( g1 - g2) (
L 1

1 - g1
) - g2 (

L 2

1 - g1
)

　 = g 2 + ( g1 - g2 ) L′1 - g2L′2 = g1L′1 + g2L′3

同理,在△124中任一点 P"的两套坐标之间的关系为

L 3 = g 1L "1　　　　　　　　　　 ( 29a)

L 4 = g 1L "2　　　　　　　　　　 ( 29b)

L 1 = ( 1 - g1 ) L "2 + g2L "3　　　 ( 29c)

L 2 = ( 1 - g1 ) L "1 + ( 1 - g 2) L "3 ( 29d)

4. 求面积分 I1

利用预备公式( E)和坐标变换式( 28)可求出面积 I 1 :

I 1 =∫∫△234
L

m
1 L

n
2L

p
3L

q
4dA =

m! n! p ! q!
(m + n + p + q + 2) !

2A �

　　 �( 1 - g1 )
m+ n+ 1

∑
q

k= 0
∑
p

j = 0
C

m
m+ q- kC

n
n+ p- jC

k
k+ j g

k
2( 1 - g 2)

j
g

p + q- k- j
1

( 30)
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现证明如下:

首先,应用坐标变换式( 28)和微元面积公式 dA = 2A ( 1- g1 ) dL′1dL′2,得

I 1 =∫∫△234
( 1 - g1 ) m+ n

L′m1L′n2[ g 1L′2

　　 + ( 1 - g2) L′3] p [ g 1L′1 + g 2L′3 ] q �2A ( 1 - g1) dL′1dL′2
( 31)

其次,引入新变量 t=
L′2

1- L′1
, 得

I 1 = 2A ( 1 - g1)
m+ n+ 1

∫
1

0
[ L′

m
1 ( 1 - L′1)

n+ p + 1
t
n
[ g1t + ( 1 - g2) ( 1 - t ) ]

p

　　[ g1L′1 + g 2( 1 - L′1) ( 1 - t ) ]
q
dt] dL′1

( 32)

由于

[ g1L′1 + g2( 1 - L′1) ( 1 - t) ] q = ∑
q

k= 0
C

k
qg

q- k
1 g

k
2L′q- k

1 ( 1 - L′1 ) k( 1 - t ) k ( 33)

代入上式,得

I 1 = 2A ( 1 - g 1) m+ n+ 1

∑
q

k= 0

g
q- k
1 g

k
2(∫

1

0
L′m+ q- k

1 ( 1 - L′1 ) m+ p + k+ 1dL′1)

　　(∫
1

0
t
n
( 1 - t)

k
[ g1t + ( 1 - g2) ( 1 - t) ]

p
dt)

上式中的两个积分可用予备公式( D)、( E)求出,经整理后即得式( 30)。

5. 求面积分 I 2 和导出基本公式( A)

同理,应用坐标变换式( 29) ,可求出面积分 I2如下:

I 2 =∫∫△124
L

m
1 L

n
2L

p
3L

q
4dA =

m! n! p ! q!
(m + n + p + q + 2) !

2A �

　　 �gp + q+ 1
1 ∑

m

k= 0
∑

n

j= 0
C

q
m+ q- kC

p
n+ p - jC

k
k+ j g

k
2( 1 - g 2)

j
( 1 - g1 )

m+ n- k- j

( 34)

图　3

　　将式( 30)和( 34)求得 I 1 和 I 2进行叠加, 即得到面

积分 I 的表示式,即基本公式( A)。

6. 导出基本公式( B)

四边形1234还可按图 3分解为两个三角形: △123

和△134。采用类似的方法即可导出面积分基本公式

( B)。

附录 2　边积分基本公式( C)的证明

1. 在边线上面积坐标 L 1 , L 2, L 3 , L 4的变化规律

定义在边 j k 上的无量纲坐标 s:在 j 点其值为零,在 k 点其值为 1。在边线上,面积坐标

L i 为 s的线性函数,其表示式列于下表。
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L 1=

L 2=

L 3=

L 4=

在12边上 ( L 4= 0) 在23边上( L 1= 0) 34边上( L 2= 0) 41边上( L 3= 0)

g 2(1- s)

( 1- g 1) s+ ( 1- g 2) ( 1- s)

g1s

0

0

( 1- g 1) ( 1- s)

( 1- g 2) s+ g 1( 1- s)

g 2s

( 1- g1) s

0

( 1- g2) ( 1- s)

g 1s+ g2( 1- s)

g 2s+ ( 1- g 1) ( 1- s)

( 1- g 2) s

0

g 1( 1- s)

( 35)

2. 边积分公式( C- 1)的证明

在边12( L 4= 0)上, 面积坐标 L 1, L 2 , L 3, L 4表示为 s 的一次式,如上表中第 1列所示。将

其代入式( C- 1)的左边, 得

左边 = g
m
2g

p
1∫

1

0
( 1 - s) m

s
p [ ( 1 - g1 ) s + ( 1 - g2 ) ( 1 - s) ] nds

　　 = g
m
2g

p
1∫

1

0
( 1 - s)

m
s
p
[∑

n

k= 0
C

k
n ( 1 - g1)

n- k
s
n- k

( 1 - g2)
k
( 1 - s)

k
] ds

　　 = g
m
2g

p
1∑

n

k= 0
C

k
n( 1 - g 1)

n- k
( 1 - g 2)

k

∫
1

0
s
p+ n- k

( 1 - s)
m+ k

ds

　　 =
(D )

g
m
2 g

p
1∑

n

k= 0

C
k
n ( 1 - g1) n- k ( 1 - g2 ) k ( p + n - k ) ! (m + k) !

(m + n + p + 1) !
= 右边

故知式( C- 1)成立。在上面推导中,应用了予备公式( D)。式( C)中的其它三式也可类似证

明。
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Abstract　　T he ar ea coor dinate method has been successfully applied to const ruct

t riangular elements. Recent ly, the area coo rdinate method was also applied to const ruct

quadrilater al elements and the area coo rdinate theor y for quadrilateral elements w as sys-

temat ically developed in Ref . [ 1] . T his paper is the sequel to Ref . [ 1] . In this paper , the

dif ferent ial and integ ral fo rmulas for area coor dinates in quadrilateral elements are pr esent-

ed. Consequent ly, the numerical integr at ion method which must be used in the fo rmula-

tion of st if fness matrix in isoparametric elements can now be discarded.
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