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混凝土构件软化分析的边界元法
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,

提要
�

本文在混凝土构件的软化分析 中采用了粘性裂纹模型
,

使用直接边界元子域

法研究并讨论了构件中裂纹开展所引起的结构软化和失稳情形
,

相应的增量迭代算法被

给出
。

文中的数值算例表明了上述方法的有效性
。

关键词注 边界元
,

粘性裂纹模型
,

软化分析

� 己百 合,
、

�
� � ‘ �

� � � � � �� 的失稳假定 〔‘� 提出了一个基于经典塑性理论的重要见解
。

六十年代后期

一些学者研究了材料
、

构件和某些结构的失稳问题
。

而文献 〔�〕一〔幻则进一步讨论了钢

筋 混凝土受弯梁的软化特性
,

但仅对考虑结构材料局部软化的结构特性给出了工程定性

分析
。

随着计算力学的发展
,

一些学者
〔‘”’
一 〔‘“’应用有限元法和边界元法对结构的软化

特性给出定量的分析
。

由于混凝土材料具有不同的拉压特性
,

其抗拉能力差而易于产生裂纹
,

且裂纹附近

的塑性区非常狭小
。

为此
,

本文考虑材料在域内为各向同性线弹性模型
,

在裂纹开展区

采用粘性裂纹模型
。

由于问题的非线性仅发生在裂纹面上
,

采用边界元子域法有利于发

挥边界元方法的优势和便于进行非线性处理
。

为了获得构件失稳以后的过程 和 分 叉 情

况
,

本文采用粘性裂纹顶点位置作为增量计算的控制变量进行迭代计算
,

文末给出相应

的数值实例以说明方法的有效性
。

二
、

粘性裂纹模型

粘性裂纹模型基于以下假设
,

当裂纹尖端正应力值达到材料允许极 限值 于 时
,

裂

纹开始张开
,

裂纹表面的法向面力 �
。

随着法向张开位移 八。
。

的增大而减 少 �见 图

� �� �� , 当裂纹张开位移达到或超过某一极限值 � �材料参数 � 时
,
�

,
二 � ,

称 为自

由裂纹面
。

图 � �� � 给出一带裂纹的二维体
,

此处考虑二维平面应力问题
。

厂
。 。

为自由裂 纹

本文工作得到中国自然科学基金委和意大利 � � �
一

� � � � 的资助
。
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而
,

此处 �
, 二 � ‘二 �

。

�
。 �

称为钻性裂纹面
�

或裂纹由粘接到完全张开的
“过程区 ” ,

点 � 表示粘性裂纹尖端
。

图 � �� � 给出了法向面力 � ,

和法向张开位移 八�
,

之间的关

系
,

其中 八�
。

� 。
。

三角形面积 乙二 �� � 厅 历 表示单位长度粘性裂纹面 自张开发 展到 自

由裂纹面所耗散的能量
。

值得指出的是这种模型是不可逆的
,

图中箭头表示材料局部区

域卸载时的走向
。

上述关系可以用数字公式表示为
�

气

叮

‘
��� 粘性裂坟

‘
户少

、

向面 少�与法向张 丁「位移关系
、 尸节裂纹 的 二维体

图 � 粘性裂纹模式

协� ,
� 一 �汀 十

私
� ,

�� �
,

其中 石� 一 二 �� �

△“ ,

� �
,

叻八应
。 � � �� �

么。 。

� �
,

诱△应
, � � ,

铸� � �当 功� � 时� �� �

对于沿粘性裂纹面的切向面力 �
� ,

可根据不同的材料特性作如下二种假设
�

�� 存

在切向面力 �
�

而无切向相对滑动 八“‘二 � � �� 允许切向相对滑动而无切向强度 �
� � 。

。

三
、

边界积分方程

为方便起见
,

考虑带裂纹的二维体 �图 � ��� �
,

区域被分为二个子域 口
‘

和 口 � 。

厂盆和 尸二�� 二 � ,

�� 分别为外部已知位移边界和 已知面力边界
。

交界面 厂
。

由三部

份组成
�

自由裂纹面 �
。 。 ,

粘性裂纹面 �
。二

和未开裂界面 厂
。 。 。

利用贝蒂互易定理
,

我们可 以对每一子域 口
『

给出考虑无体力情况下的边界积分方

程 �

�
·

�“� �
·

�� � �

�
二 ,

� �
·
‘�

,

‘��
·

‘� � � 厂
·

�

�
二 �

� 二
·

‘�
,

‘, �
�

“ , ““
·

考� �
� 二 厂二� � 二� 厂二 �� �
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其界面连续条件在自由裂纹面
、

粘性裂纹面 �采用第一种切向面力假设 � 和未开裂

界面分别为
�

�盖二 �篇� � � � �了� � 在 厂
。 。

上 ���

� � �� 一川
, � 二� △“

,
� 一 � 盖

,
� �� �节

,
�二� �莞在 厂

。 �

上 �� �

� � � 一 � 于
, � 孟� 一嵘

,
� � � �了

,
�二� �三在 厂

。 。

上 �� �

相应的外部边界条件为
�

川
�
川 在 � 二上 � 衅 � 酬 在 � 二上

�� � �
, � � � � � , � � �� �

通过界面的离散化
,

方程 �� � 可以对每个子域
� 写成如下矩阵形式

�

一凡一矶
一 � , 。

�
, 。

卜 � , 。

一 �
。 。

�
“ 。 一 �

。 。

一 �
。 。

�
。 。 一 �

。 。

�
� ,

一 �
, 。

一 �
。 。

一 �
。 。

����������
�

��
�
月

��
几�胜�� 

�一一

����
通

�
‘、

���

其中 � 为载荷因子
,

在方程 ��� 中
,

对每一个子域的外部边界未知量 �
� , 和 �

� �

可

以被凝聚而形成一仅与界面未知量有关的方程
,

引入界面条件 �� �一 �� �
,

我们 可 以 得

到总体结构的方程
�

一 � 孟
。

� 圣
,

一 � 彗
,

升呈
。

一 � 圣
�

一 � 彗
�

� 二

� 艺

一 �
� 。

一 � � 。

��川���坎�

�� � �

八尹�尹
�一一

其中未知量列阵

� � � � 巴

� 为 �上波浪线表示转置 �
�

。

� 忿
。

� 忍
� 。

� 忍
� 。 � △�

。 � �
� ‘

�
。 � 。� 悉

� 。 � 乏
。

� 巴
。

� � � � �

方程 � � � � 是一线性代数方程组
,

但在粘性裂纹区界面
,

变量必须满足一非线性关

系
,

且粘性裂纹区的端点 � 和 � 的位置在裂纹开展过程中也发生变化
,

所 以该裂纹

开展过程呈非线性特性
。

由粘性裂纹模型假设
,

在界面离散化后
,

我们要求在粘性裂纹

面各离散结点上满足关系式 � � 一 ���
。

四
、

增量迭代算法

对于某些 问题
,

我们可以事先知道裂纹开展的线路
,

这样可以假设一已知的界面进

行增量迭代计算
。

为了获得构件失稳以后的过程和分叉情况
,

采用控制载荷增量或位移

增量的方法是不合适的
。

为此
,

本文在进行迭代计算时
,

用粘性裂纹顶点 � 沿着界 面

位置的变化作为增量计算的控制变量
。

这样
,

载荷因子
�
在每一增量步为未知量

,

而界面

变量中 � 点的法向面力为已知
,
�

。 � 口
。

方程 � � � � 通过给定 � �
二 ”

初值和移项
,

可

以求解其它未知界面变量和载荷因子 � 。
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而对于一般的问题
,

我们事先并不知道裂纹开展的线路
,

为此
,

必须采用变界面的

方法
。

即根据对问题的了解
,

事先假设一界面位置
,

然后根据粘性裂纹尖端的应力状态

和最大主应力方向确定裂纹开展的方向和修正界面的方位
,

其增量迭代计算步骤如下
�

�� 对每一裂纹开展增量步 � ,

设定粘性裂纹顶点 � 的位置
,

并在该点取 �
。 二 厅

。

位于粘性裂纹面其它结点的法向面力取前一增量步的值
。

�� 由边界元总体方程 �� �� 形成求解方程并解得载荷因子和其它界面未知量
。

犷
表 �

� 一 � 增量步结点
� 的位置

第 葱次迭代计算结果 第 ‘
一

于� 次迭代界面条件

�“二 ,“

」
�,

·

, “ �了
。 ,

�少
� 、 �,

,

�夕
卜�

几一�儿
在粘性裂纹面

� 几
’
上

�

�� “。

�
为
镇叨

� � �夕
,

�
‘
簇 �

�了 留 ,

�
“一 �

如果 卜 �� 。 。

�六
一 �

了越 , �
未知

� ” , �

为零
�

叮
, 、 �

二 一

又� “ 。 少了
叨

未知
�

如果 � 叨

如果

� ��
二 二

�六
一 �

如果

一 �月
� 。

�众
一 、

“
心

辈知 �
’川 ’

墉
豁翼

一

…瘾粼
女“果毛

,
�

】
”·

万一
导

一

�”
�‘·

,氮一…
””

�

�」
, ‘,

�

为零
�

�
一 �

巴
’

…
� 一

�
, 二

口
, 月 、 石

一 仁月 “ , ,

少筋
一�

�口

在自由裂纹 � 炸
’
面上

�

� � � , 二 。 一 ,

�」�
,

�全》示

如果卜 � � � “
· � � “ ,

� 未知

未知
�

� 尹
, �

为零

� � 方� �
,

尹拿� �

在未开裂界面 � 方
’
上

�

对� 瓦

刁。李一

…
一 …念

�
�

森 …
,): “”

---

一 …
____

…
J气: 」叭 :

…
,
。: , 。

一 …
’l,米户t

’

1

未知
1

一 …
如果( 、

…
”“

” :

霆
:
…
’
” :

森

如果> 叮
J “川

J “伙

未知

为零
*

尹献 a

八: 未知
*

*
此处采用第一种切向面力假设

3) 根据粘性裂纹模型
,

表 1给出了由本迭代步计算结果得到下一迭代步界面 条 件

的方法
。

4) 判断收敛性
:
如果满足

:

M
ax !夕老

‘’一 P 才‘
一 ‘’

咚

厅 石
￡
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则迭代收敛
,

并进入第 5 ) 步; 否则转入第 2 ) 步
,

开始第 i+ 1 次迭代计算
。

5) 在粘性裂纹尖端 C 点
,

如果满足
:

P :

口 ” 一 口 ‘
镇。

则裂纹开展方向合适
,

转入第 1) 步
,

开始第 。 十 1 增量步; 否则进入第 6) 步修正裂

纹开展方向和界面方位
。

6) 根据粘性裂纹尖端 C 点处的最大主应力方向修正裂纹开展方向和 界 面方位
,

然后转入第2) 步开始新的一轮迭代计算
。

五
、

数 值 实 例

1. 四点弯曲模型

该算例的裂纹开展的线路是事先知道的
,

所以在划分区域时将裂纹开展线作为区域

间的交界面 (图 2( a)
,

( b ) ) )

。

边界单元采用二次等参边界元
,

材料参数为
: E 二 1

.
5 x

10 M P
a ; , = 0

.
1 ; 。 = 1

.
3l M P a

; 。 = o
.
o o 3c m

。

对各种不同构件尺寸和脆性率 p = 乙

/ 了b 二 历 / Z b
,

图 2(c ) 给出了相应的无量纲化载荷—
挠度 (u = 1/ 2 (u

,
+ 叽)) 曲线

。

本算例采用二种计算网格
,

第一种网格 (图 2(a) ) 对整个结构进行计算
,

以得 到 非对

称的响应
,

图 2 (c ) 中以实线表示其计算结果
,

其中带
*
号实线考虑材料软化是不可逆

的
,

而带 。 实线考虑材料软化是可逆的
。

二种不同模型得到的结果在 p = 4
.
18 x l o

’ 4 ,

1

.

例 X l。
一 3 ,

2

.

08
x l o

“ “

的不同情 况下有较大差别
,

说明考虑材料不可逆影响是很有必

勺习刁月�,勺��习刊J习��JJ工乃加巧以已a

二一岁 卜卜卜

一一一
‘~ 一

一一一-
.
一 ,,

怕
,
四
..
气弯曲膜型

u \
司 一 二 ~ ‘ 二三二 二 二

0
.
飞0

0 0 5

O

(b )对称分析摸型

要的
。

第二种网格 (图 2(b) )) 采用半个结构
,

利用对称性进行分析以强制得到对称称
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化响应
,

其计算结果在图 2(c) 中以虚线表示
。

我们可以看到结构失稳产生分叉
,

而实

验得到的往往是非对称失稳
。

图 3 给出了混凝土梁四点弯曲试验结果与计算 结 果 的 比

较
,

材料参数为 E = 29
.
6k N /m m

Z, , = 0
.
2 4

, 于 = 9
.
4 N / m m

Z , 勿 = o
.
o g m m

,

梁长

1
.
sm

,

梁高 。
.
4 m

,

梁宽 o.25 m
,

可以看到计算结果与试验结果相当符合
。

�Z月�

reSUltS

U ( m )

图 3 四点弯曲模型试验结果与计算结果比较

2
.
四点剪切模型

该算例裂纹开展的线路事先是未知的
,

所以必须对每一增量步修正其 裂 纹 开 展方

向
,

以得正确的结果
。

同样
,

我们可 以采用整个结构分析 (图 4 ) 以得到非 对 称 响 应

(实线表示)
;
或采用半个结构

,

利用其中心对称性
,

以得对称软化响应 (虚线表示)
。

。。,

户
Q:::

卜0.8 b州

图 4 (
a
)

图中可清楚地看到构件的分叉和失稳现象
。

图 5 给出了在 p = 2
.
5 x 10

召
情况下 进 行整

体结构分析时
,

界面修正变化情况和二个裂纹面的裂纹张开情况
。

由图中可以看出随着

裂纹的开展
,

开裂方向在不断地进行修正
,

而在第 17 增量步以前
,

两边裂纹的张开情
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犷。。
zq比\O-

00

O 三O

0 0 0 子
丫

0

.

0 0

图 4 (b )

图 4 四点剪切模型无量纲载荷
一

挠度曲线

况基本上是中心对称的
,

而从第 17 步开始
,

两边裂纹张开 出现非对称情况
,

左端的裂

纹不再继续张大
,

而右边的裂纹仍在不断开展和张大
。

由此
,

可 以清楚构件软化响应出

现分叉的原因
。

。

三
。

二
醉

O 输入界面 O 第 l 步
D

;、
拼
C

尸
,

扛 丫
/, 了

_
土一

一

匕-
一
_

_
乙 第 12 步

D

l
喇尸
/l

es

厂
才

O 第 15 步 已 第 17 步

D D

C

少‘
绮

二

C 产D第 18步

_

一
__
D第 20 步

图 5 四点剪切模型在不同增量步的裂纹张开情况
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六
、

结 论

1. 由
_
L述分析可 以看到

:
试验结果的验证说明

,

对于 混凝土材料
,

采用粘性裂纹

模型是可行的
。

由于这种模型将狭窄区域的非线性问题简化为界面的非线性问题
,

给问

题的处理带来很大的方便
。

2

.

由于其非线性特性仅发生在界面
,

采用边界元方法很有效的
。

特别是对于裂纹

开展线路事先未知的问题
,

每一步均需对界面进行修正
,

此时采用有限元方法将有很大

的困难
。

而边界元方法对于界面形状的改变有很强的适应性
,

在裂纹开展分析中界面 网

格的重新生成是很方便的
。

参 考 文 献

厂1〕 D
.
C
.
D ru ek or

,

C
o n v e n

t i
o n a

l
a n

d
u n c o n v e n

t i
o n a

l P l
a o

t i
c r e s

P
o n o e a n

d
r e

P
r e , e

-

n t a t i o n ,

A p P ]

.

M

e c
h

.

R
e v

. ,

4 1

,
1 9 8 8

,
1 5 1 一 16 7

.

厂2 〕 G
.
M aier

,

B
e

h
a v i

o r o
f

e
l

a s
t i

e
一

P
l

a s
t i

c

t
r u 匀s e s

w it h
u n s t a b l e b a r s

,

P
r o e

·

A S C E

,

J
o u r n a

l
o

f E
n g i

n e e r
i
n

g
a n

d M

e e

h
a n

i

e s
D i v i

s
i
o n

,

9 2
,

N

·

E
M

3

,

1 9 6 6
,

6 7 一 9 1
·

厂3 刁 入
.
C
.
P a lm o r

,

G M

a
i
e r

,

D

.

C

.

D
r u e

k

,

N
o r

m
a

l i t y r e
l

a 七io n s a n d e o n v e x it y o f

v ie ld s u r f ae e s f o r u n s t ab le m a t e r ia ls o 厂 s tr u
e
七u r a l e le m e n t g

,

T
r a n s

.

A S M E

,

,

1

.

A
P P

I

.

M

c
e

h

. ,

1 9 6 7

,
4 6 4 一4 7 0

.

厂4〕 G
.
M aier

,

O

n e
l

a s 七ie 一p l
a s 七i。

一
s

t

r u e

七u r eo w i比 a日。o
e
i a t

e d s t r e o s
一 。t r a i n r e l a t i o n g

a l l o w i n g f o r w
o r k s o f t e n i n g

,

M

e c

h
a n

i
c a

,

2

,
1 9 6 7

,
5 5 一 64

厂马刁 G
.
M a ier

,

I
n o r e

m

e n
t

a
l P l

a g
t i

c a n a
l y s

i
s

i
n

t h
e P r e s e n e e o

f l
a r g e

d i
s P l

a e e

tn

o n
t

s

a n
d p h y

s
i

e a
l i

n s
t

a
b i l i

z
i
n

g
e

f f

e e

七s
,

I
n

t

.

J

.
o

f S
o

l i d
a n d s 毛r u e七u r es

,
7

,
1 9 7 1

,

3 4 5 一 3 72

「6〕 E
.
R osen b lu eth

,

R

.

D i
a z

d
e

C
o s o

i
o

,

I
n s 七a b ili七y

e o n o id e ra 七io n 。
一

i n l i m i七d e o ig n o f

eo n e r e七e b e a m
,

i
n

F l
e x u r a

l M
e e

h

.
o

f R
e

i
n

f

.

C
o n c r e 七e

,

A S C E
一
A C I

,
1 9 6 5

.

「7 ] R
.
H
.
W
ood

,

E

.

H

.

J
o

h
n o n

,

D i
s c u s s

i
o n o

f 七h e P a P e r
“
A

n e
w

a p P
r o a e

h t
o

i
n e

l
a 。七i

e

s七r u
c t u r a l d a s ig n

”

b y M

.

G

.

L
a
y

,

P
r o e

.

I
n s

t

.

C i v

.

E
n g

. ,
1 9 6 6

,

3 5

.

厂8 〕 G
.
M a ier

,

S
u

l
c o

m
P o r 七a m e n to f le ss io n a le in s七a b le n elle t r a v i in f le s s e e las t

o p la s tie h e
,

R
e n

d i
e o n

t i d
e

l l

’

1
5 七it u t o L o m b a r d o d i S

e ie n ze e L e七te r e
,

2 0 2

,
1 9 6 8

6 4 8 一 6 77
.

仁9 〕 G
.
M aier

,

A

.

Z
a v e

l
a n

i R
o : 5

1

,

J

.

C

·

D

o 七r e P P e
,

E q
u

i l i b
r

i
u

m b
r a n c

h i n g d
u e

t
o

f l
e

-

x u r a
l

s o
f t

e n
i

n
g

,

P
r o c

.

A S C E

,

J

.

S 七r u
e
七
.
D iv

.
99

,

N

.

E M 4

,

1 9 7 3

,

8 9 7 一 90 6
.

[一。〕 A
.
C arp in t eri

,

S
o

f 七e n in g an d s n a p
一
b
a c

k 丁n s ta b ili七y in c o h e s iv e s o lid s
,

I
n

t

.

J

.

N
u

m

·

M

e 七h
.
E n g n g

.,
2 8

,
1 9 8 9

,
T 5 2 i 一 15 3 8

.

[ 1 1 ] L
.
B io l z i

,

F l
e x u r e o

f b
e a

m
s

w i 七h e las t ic
一 s o

f 七e n in g b e h a v io u r
,

S M A

e
h i v e s 1 3

,

3
,

1 9 8 8

,
1 7 7 一 19 1

.

[ 12〕 2
.
C en

,

G

.

M
a

i
e r

,

G

.

N
o v a 七1 O n b o u n d a r y e le m en 七in e la s七ie a n a ly s is in th e P r e

-

s e n e e o f oo f七e n in g
,

I
n 七

·

S
y

m
p

o s

i

u

m

o n

B

o u
n

d

a r

y E l

e

m 百n t M eth od s
,

C
o n n

.
,

U

.

5

.

A

.

O
c
七
.,

1 9 8 9

,

2 一 6
.



第 2期 混凝土构件软化分析的边界元法 67

〔13〕 G
·

M

a

i

e r

,

C

·

P
o

l
i

z 么o t 毛。
,

A G
a

l
e r

k i n a
p p

r o a e
h t

o
b

o u n
d

a r
y

e
l
e

m
e n 七 e la s七o p la s

·

t
i

e a n a

l
y

s
i

s
,

C
o

m P
u

t
e r

M
e

t h o d
s

i n
A P P I

.

M

e e
h

·

a
n

d E
n

g i
n

e e r

i
n

g

,

6 0

,

1 9 8 7

,

1 7 5

一 19 4
。

仁14〕 Z
·

C

e
n

e

t

a

l

· ,

B
o u n

d
a r

y
e

l
e

m
e n 七an a ly s io o f c r ac k p r op a g a t io n in e la s七ic

一e o
h
e
-

s
i v

e 一s o
f 七en in g s o lid s

,

P
r o e

.

E
u r o

P
e a n

C
o n

f

·

i
n

C

o

m
P

u
t

a 七io n a l s七r u
c
t u ra l M e o h

·

a n 如s
,

F
r a n c e

,

1 9 9 1

.

B O U N D A R Y E L E M
E N T

M
E T H O D O F S O F T E N I N G

A N A L Y S I S F O R C O N C R E T E
M A T E R I A L S A N D

S T R U C T U R E S

C
e n

Z h
a n

g
z

h i

( T
s

i n g h
u a

U
n i v e r s

i t y )

G

.

M

a
i
e r

G

.

N
o v a

t i

( P
o

l y 七e o f M il
a n )

A b s t r a e t I n t h is P a P e r t h e e o n e r e t e m a t e r ia l 15 e o n s id e r e d a s lin e a r -

e la s t ie a n d 15 0七ro P ie b u t 七h e fra e t u r e P ro e es s 15 m o d elled a e e o rd in g to t h e

e o h e s iv e 一吕o f t e n i n g e r a e
k id

e a
l i
z a

t i
o n

.

A d i
r e e

t
,

e o
l l

o e a
t i

o n
,

m
u

l t i d
o

m
a

i
n

b
o u n

d
a r

y
e

l
e

m
e n 七m et h o d 15 e m p lo y ed a n d s h o w n to b e eo m p u t a tion a lly e ff

-

ee tiv e in th e s o ften in g a n a ly s is
.
S o m 砂 unm erieal results w ere given and

di日C u s s e d
.

K
e y

w
o r

d
s

B
o u n d

a r y E l
e
m
e n

t M
e
t h

o
d

,

C
o

h
e s

i
v e 一 e r a e

k M
o
d
e
l

,

5
0

-

f t
e n

i
n

g A
n a

l y
s

i
s

.


