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摘 要

本文应用预应力柔性索的非线性有限元模型
,

用折算弹性模量考虑索初始垂度的影响
,

引入主

一从控制原理来克服柔性元素和刚性元素共同作用时易产生的方程病态
,

在结构变位后的基础上

建立平衡方程
,

采用带有动坐标的刚度矩阵迭代法
,

分析了斜拉桥
、

悬索桥等柔性组合结构的大挠

度间题
�

应用本文方法
,

已经成功地分析了多座斜拉桥实际结构
�

对于一般柔性组合结构
,

经过二

至六次迭代即可达到相当的精度
。 ,

关键词
�
柔性组合结构

,

大挠度非线性
,

刚性
、

柔性元素
,

迭代法

一
、

概 述

斜拉桥结构的分析
,

绝大部分均采用经典的线性小位移理论
〔的

。

事实上
,

斜拉桥是一种高

次超静定的柔性组合结构
,

即使在正常荷载下
,

荷载—变形也呈非线性关系
,

属于几何非

线性问题
。

斜拉桥结构分析的难点主要表现在
�

第一
,

索柔性产生大变形
,

从而也导致主梁

的大变位
�
第二

,

自重引起的索的初始垂度
�
第三

,

刚性元素和柔性元素共同作用
,

易产生

方程病态
�
第四

,

梁一柱效应
。

本文中
,

我们用单维直线段有限元模型
,

用变分原理导出索的几何刚度阵
,

并在结构变

位后的位置建立平衡方程来考虑索及主梁的大变位
�用折算弹性模量考虑索的初始垂度影响

�

对于梁柱效应
,

根据文献
〔的引入修正系数

�
利用节点位移间的主一从控制原理

,

预先找到的约

束函数的显式关系
,

得到一个无约束的非线性方程组
,

消去了可能产生的方程病态
,

利用带

有动坐标的刚度矩阵迭代法即可求解
。

借助本文提 出的方法
,

不仅可以求解斜拉桥结构
,

而且也可以分析诸如悬索桥
、

索彬架
,

索梁等工程实际结构
。

文中给出了不少有关例题
。

二
、

预应力索的几何非线性刚度阵

索在不受力状态时形状是不定的
,

必须有一个固定的受力状态
,

这个固定的受力状态街

� 国家重大自然科学基金资助项目
�
本文于 � � � � 年 �� 月 � 日收到

」
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们称之为基准态
。

拿其余的荷载状态和基准态进行比较
,

也可以求得确定的荷载和状态
,

这

个状态我们称之为荷载态
。

本文中我们将基准态选为具有确定的初张力 ��
,

不存在外载
,

索

的形状是直线的情况
。

这样选是符合工程背景的
,

因为斜拉桥等在施工时拉索具有很大的初

张力
。

自重引起索的初始垂度
,

将损失部分弹性模量
。

设索的弹性模量为 ��
,

索单元弦线长度

为 �
,

则索的折算弹性模量为

凡
� � 夕���� �

�� � ���
� ��

�

� �

其 中 , 为索的单位容积重
,

� 为截面积
,

设单元内参照局部坐标系 砂
�
的位移

� � 〔“
‘

� 为索张力
。

〔助� 〕
,

由单元节点位移
�
描述

�

晰 公� 秒, 岭〕
�

��
�

� �

如图 � 所示的单元
,

有应变

忍�一公‘

�
一 下厂 ���

�。
,
一 。‘�

�

� �哟 一 晰 �
�

���
��

�

� �

其中 �为单元的长度
。

图 �

内力应变关系和应变能密度 。 分别为

� 一 �
。
� � � �� 一 � 。�

� �
·

,

。 � 万百� 气� 一 “‘,
‘

� 四 。又� 一 “‘� � ��
�

��

在这里
, � �

是由温度改变所产生的应变
, � �一叼 �

, “
是热膨胀系数

,

水是温度改变值
。

假设 � �
、

� �
、

� � 为作用在单元内的荷载强度在
� ,

�
, �
方向的分量

,

则外力功为

万。 一

��
�。

�· � 。� · � 。�� , ‘·

��
�

� �

总势能为

� 〕
�

尸厂 � �
, 、

二
� � , 、 ,

�
�

�

� � � �
。

�万
省� 又� 份 “� ,

‘

一 刀
·

又� 一
“‘

, 一 又� , 封 � “, 砂 � � ,� �」“ ��
�

� �

假设位移函数和荷载强度函数均 为线性变化
,

则有

� � 。‘ � �、
,
一 。‘�

· 笨� �

。 � 。‘ � �。
,
一 � � �

· � � �

。 � 晰 � �� , 一 。‘
�

· � � �

��
�

� �
�
、厂

�
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� , � � , ‘ � ��
, , 一 � , ‘�

· �
� �

夕� � 如 � ��
, , 一 � �‘�

· � � �

� � � � � ‘十 ��
� � 一 �台

‘
�

· � � �

代入式 ��
�

�� 并积分后得到
�

二 一

〔枷
� �� 

一

合
���

�‘一 � � , � , ·, � 、, ,· ,

� 、, , ·‘�

一

音
�� �

�‘一 � � �
� ,。 � 。、·� � 。� ,。�

一

音
�� �

�‘
。 � � � � ,、 � 、�‘、 � 。� ,。 �

〕
‘ ��

�

� �

上式中我们未计及温度变化产生的应变
。

对式 ��
�

�� 以节点位移为独立未知量取变分有

胡 一

釜
奴 �

凳
“�

士等
奴

十

釜
如, 十

篆、
�

篆、 ��
�

� �

今有

刁刀
,

「�
�

� 份
、

一 从

下于 一 ‘】百� � 一一丁一一
十

口 � � � 鑫

匆 一 认 �
�
十 �哟 一 坳 �

�

� ��
� 风〕 ��

�

� � �

由于有

器
一

誓贵
一

合
�� �

�‘
� ,

」, , 一

纂麦
一 “

�‘

笑
一

誓贵
一

扣
如 � �� , 一

器爵
一 、

器
一

誓受
一

音
�� �

� ‘

� 。�, , 一

纂受
一 “

�‘

等
一

签毙
一

音
�� �

� , � 。�‘, 一

器鬓
一 “

� ,

器
一

纂豪
一

扣
�� 十 、 , 一

豁豪
一 。

纂
一

器聂
一

扣
、 十 。 , 一

器斋
一 、

以式 ��
�

�� 我们可以有

��
�

� � �

、

…
吐

��
�
���
�

� 撇 �

了
’

�

瓦 “ 丁

去
�·

‘
一 。,

�
,

去
�。 一 、�

,

�

贵
�· , 一 。‘�

一

告
�、 一 。 �

��
�

� � �上私竺私

一一一一
撇一入浇一私

决

刁切‘

因此式 ��
�

�� 的展开形式为

。二 一 ‘

刚
兰

一

于兰 � 业〔
�

业丝二
竺址二竺竺

� ��
� � ·

〕
�
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�
�

一 了
。叭
�
令
。·, 十 生

淤
。二 �

号
竺‘一

十 半开竺、 十 竺磊巡�、
�

�
一 。、

乙‘一 “ �

一 �
, ,

面护一 口
�‘�即‘一 口

��占秒, 一 奋
�
刀切

‘
一 口

���哟 ��
�

�� �

写成矩阵形式有
� 汀 � �� � �

,
� “ 一 �占� �

�
�� � � �� � � ��

�

� � �

其中

�
�

之

」
�� � �

,
� 〔�肚

‘ �砂
�

伽
‘ � � � � � , �� ,

� � 〔口
�‘
口
�‘
口
�‘
�

, , 奋
�,
口
� ,

〕

� �
。� � 〔万

。

0 0 一 N
。

0 0 〕

(2
.
15 )

Q 为单元内荷载所对应的等效节点荷载向量
,

Q(

D)

为初始张力所对应的等效节点荷载向量
,

K

为单元的出 口刚度矩阵
,

可进一步表求为

、.声、,
J、、j�卜Ut了R�,1,1

�
l

,白,‘,白
((
、les

eese
es

we
J
(

「
一
_

巴士
、 ,

一
.

二,
、

〕
一
( K

, 一
卜K

.
) 一 又瓜 + 凡)

-

L 一 (凡 + 凡) (凡 十 凡) J
‘x 。

其中

0 0 〕

N
。

/
1 0

N

。

/
I J

为单刚的线性部分
,

L 对称

是常数矩阵
,

而

EA (。, 一 认
) / 2 1

2
E A (岭 一 功‘

)
2 1

2

{
E A 〔(:, 一 :‘

) /
2 产+ (

。, 一 。‘
)
2

/
2 1
3

} + (哟 一 晰)
2
/ 6 1
3〕

EA (v, 一 v‘
) (哟 一 、、

) / 3 1
3

文

对称 EA〔: , 一 。‘
) /

2 1
2
+ (

功, 一 w ‘
)
’

/
2 1
3

+ (
v J 一 认 )

2
/ 6 1

3
〕

:

nU��r..

l

esesesee刀we.esse

是单刚的非线性部分
,

和位移有关
。

以上式中的 E 就是式 (2
.
1) 表示的折算弹性模量

。

三
.
包含主一从关系的刚度矩阵迭代法

引入节点位移间的主一从控制关系
,

给构造计算模型带来很大的效益和灵活性
,

同时也

减少了求解未知数的数目
,

并可避免不必要的联立方程病态等
〔幻 。

对于具有大变位的柔性组合结构
,

必须在结构变位后的位置建立平衡方程
。

这样
,

就需

要构造一个迭代过程
。

对第 。 次迭代
,

应根据上一次的位移
,

对每一节点 7
,

重新生成

(1) 节点坐标 对
‘ , , 夕j

·, ,

好
, , ;

(2 ) 位移的主一从关系变换矩阵弓‘

占{
, ,

=
;
二
, , d兮

,
( 3

.
1 )

式中
,

彭‘ 表示某一单元第 夕个出口 点的位移向量
,

d俨是这一节点的控制位移向量
,

‘, 为同一
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节点 夕在结构中的编号
。

每一节点可有三个线位移
。 , 。 ,

二 和三个角变位 氏
,

0,
,

乡
:。
显然

,

当

夕号节点有从属 (非独立 )位移时
,

d 俨中包含控制这些从属位移的其它主节点的独立位移
。

由

于允许有多重主一从关系 d俨可由不同节点的独立位移组成
。

在我们程序系统中
,

有下列三种坐标系
:

(l) 单元局部坐标系彰‘ 及相应的单元刚度阵系数参照这类坐标系
;

(2) 相对坐标系为便子结构模型化
,

允许不同节点的位移参照不同的坐标系
。

这样
,

实

际上就存在一个相对坐标系集合
。

例如
,

对于 d洲的位移分量可参照各自的相对坐标系
。

( 3) 绝对坐标系通常用来描写节点的坐标和大部分节点位移的参照方向
,

它只是一个特

殊的相对坐标系
。

对于第 。 次迭代
,

整个结构的总势能为、

_
,
_

、

1

,
_

/ _
、
、 . _ 、_

、

_

l
_
、 ,

_
、 ,

_
I一

1 1
、曰 ,

=

~ 二二L L , 、’ ,

J

咨

入
、爪 ,

U

、”
,

一 LI’J
‘

U

、” ’

乙

( 3
.
2 )

其中
,

办‘ 为参照相对坐标系集合的结构总独立位移向量
,

它由 d洲累加而成
;
I’( .t) 为相应的

总刚度阵
; p 为作用在节点上的等效外力向量

,
p 的分量值不变

,

只是其作用点坐标随迭代过

程被拖动
。

、

l

‘2

!

令 6
。

“
,

d. ‘和 爪“ ,
分别为某一具有

量和其间的主一从关系变换矩阵
,

即

(61
, ) 、

材
个出口节点的单元的位移向量

、

相应的控制位移向

了‘论护
,

厂铸耐
r
:
‘

一

…
’

一
’

?

;

。〕 …
、二 ‘. 、

…L 几
一

」

( 3
.
3 )dd贰

,

K

…
司

一一

6

一
}
i
一

…
d:, )

t 6 之
. ,

J

则由式 (3
.
1) 可得

讨
, .

) d 否
“ ,

( 3
.

4 )

这样
,
二‘中的应变能部分可改写成

冬〔口
。 )〕

,

侧
·〕
口

, ) 一 冬下乃〔况
, )。

, 、:
。 )况

。 )

乙 乙

一
一 冬又 〔d二

· , 〕
,

〔‘
一 ,〕
T。否

。 , ‘
·, d 杏

。 ,

乙

一
(3
.5)

此即表明
,

只需把 〔二‘“ ,
〕饭

。

“几‘, , 的元素
,

按单元累加到总刚存贮结构的相应位置上
,

即可获

得供第
7。 次迭代 用的总刚 介‘

,的的元素
。

在一般的情况下
,

节点位移的主一从关系变换矩阵 几(, ,
的形成

。

是由坐标变换
、

提取变换

和刚臂变换等组成的循环递推过程
,

已完全在程序中实现
。

为明确起见
,

现给出一种典型情

况
:
设节点 ‘,

( 该节点在单元中的局部编号为 j) 和主节点 l均由 6个位移
,

其分量的次序依

次为
。 , 。 ,

,
,

0x

,

0
,

和 认; 并设 勺的这 6 位移直接 (单重主一从关系) 按刚体运动规则受主

节点 l的位移控制
。

此时
,

我们有

中
, 一 T

·,
: R 俘 孔

J

式中
,

叭
,

, 。

为心号节点所参照的相对坐标系到局部坐标系的变换阵
,

几
·,

为l

(3
,

6 )

号节点所参照的相
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对坐标系到 ‘, 号节点所参照的相对坐标系的变换阵
,

R 罗为 、号节点与 l号节点间的刚臂变换

阵

0 0 0 劣
, 一 寿” 砂 一砂

,

1

牙‘ 一 只
(司

;
‘, ( ’) 一 ;矛

· ,

1

只
‘司 一 习川

劣荟
, ) 一 z‘ (, ,

( 3
.

7 )

0 0

0 0

0 0

其中
,

又
J‘. , ,

砚
, (”

,

只
, ‘”和习”

,

子”

0

,

习‘ 分别表示第 。 次迭代时节点 ‘, 和 l的坐标
。

这 6个坐

标都是在 ‘, 号节点所参照的相对坐标系中描写的
。

按最小总势能原理
,

结构的真实变位应使 (3
.

相应第 。 次迭代的正则方程及解

K(
.)
D(

” )
= P D

( “)

(
,召

= 0
,

l

,

2

,

2) 式对独立位移的变分为零
,

由此可得

= 〔K (
.)
〕一

’
P ( 3

.

8 )

这样
,

首先求出对应于结构初始位置的独立位移向量

D (0) = 〔K (
“,
〕
一 ’

P

然后
,

在绝对坐标系下重新形成节点坐标

(3
.
9)

x‘( , )
=

x ‘( o )
+

。‘( o ) ,
军‘( , )

=
军‘( o )

+
认(0)

, : .
( ‘)

=
所(o) + 狱(

o)

以及相应于这些坐标的单刚凡
、

主一从关系变换阵 诊
‘,和总刚 丫

, ’
等

,

再通过 (3
.

口
‘’ 。

这种迭代过程一直可以进行下去
,

直到

(3
.
10)

8) 式求出

}}刀
‘, + ” 一 D ‘· ,

11 镇 指定允许误差 (3
.
11)

为止
。

四
、

例题及结果分析

首先求解一个纯索结构
。

·

例 l 如图 2 为二根相互正交的悬索 AB 和 AI BI
,

相交于 D
。

截面积为 I
cm Z, 初始张力戈

为 x2 00kg
。

在最后态时
,

D B 索中点 E 承受垂直荷载 Q = 50kg
。

已知
:刀 ~ 2

.
0 义 1 0 6k g /

em Z
,

盛‘刀‘

= 3 0 m

,

注刀 = 2 0m
。

求最后态时 D 点的垂直变位 J
,

水平变位 人
,

名点的垂直变位 ,
,

及 通刀
,

滋‘召,

两索中的张力 N
, , 、

N
, ,

经过 6 次迭代
,

结果列于表 l
。

文献即是和本文不同的方法
,

用经典理论求解
。

表 1
: (单位

: m ,
k g

)

ddddddd hhh 叻叻 N 才夕夕 入 注...

本本 文文 0
.
0566888 0

.
0806 X 10一 222 0 1 1 7 999 1 2 1 4

.
333 1 3 9 3

,

555

文文 献
(s〕〕 0

.
0 5 7 000 0

.
0 8 0 6 X 1 0 一 222 0 1 1 8 000 1 2 ] 4

.
000 1 3 9 2

.
000

最最大误差差 0
.
56%
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图 2

例 2 如图 3 为一斜拉桥
,

8
,

13 两点各承受 30 t集中力的作用
。

设索的性质为
:
初张力

八了
。

= 1 0 0
t

,

E

义 1 0
6t/ m

Z , 户

o x l o
已
t
/
rn

Z ,

断面积 A 二 0
.
005m

2;
梁的性质

:b ~ 0
.
3m

,

无 = 0
.
5 m

,

召 = 3
.
0

.
25

,

梁的截面形状为矩形
。

‘‘

戴\\\{
。 。

戚戚

nnnnnnn、 , 尸 一一【 , n } 。
、 , 尸尸 r、 、 / r 一一

{
, n lll

111 UUU 艺 入 勺勺 乙 万 QQQ ,

{

z
x
勺

、、

乙 入 000 l UUU

___ 、、 、、 、、、、、

图 3

表 2

一一一一火竺竺
书‘‘ 对右右 卫 ,, 万J。。

本本 文文 一 10 0
.
2 5 4 000 7 0

.
3 4 7 888 一 13

.
1 9 0 666 一 25

.
9 5 9 888

线线 性 理 论论 一 7 1
.
2 85 333 7 5

.
9 0 1 111 一 1 8

.
7 6 6 666 一 1 8

.
4 5 3 333

误误 差差 28
.
gQ务务 7

.
89 %%% 42 27%%% 28

.
92呱呱

位位移平衡方程在在 一7 9
.
6 4 2 888 7 7

.
7 6 9 666 一 17

.
0 8 1 666 一 2 0

.
5 4 7 999

变变形前位置列出
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表 3

一一~ 一~ 迢乏乏
N222 Nsss N777 N一222

本本 文文 一 28
.
9 8 8 000 一 2 9

.
13 3 555 一 23

.
5 4 6 999 一3 0

.
5 7 1 111

线线 性 理 论论 一 24 5 4 4 222 一 3 2
.
0 9 5 555 一 20

.
44 8 999 一 3 1

.
7 6刁999

误误 差差 15
.
33呱呱 10

.
17呱呱 13

.
16%%% 3

.
90%%%

位位移平衡方程在在

1

一 25
‘

5 ‘’““ 一 3 0
.
9 1 0 888 一2 1

.
5 9 2 000 一 3 1

.
4 02 555

变变形前位置列 出出出出出出

以上我们列 出了 4、 6

、

7

、

1 0 点的弯矩和 2
、

3

、

7

、

12 号梁元轴力
。

从表 2
.
表 3 我们可

以看出
,

用线性理论求解
,

误差很大
。

即使是考虑了非线性因素
,

但如果位移平衡方程仍在

变形前位置列出
,

误差仍很大
,

因此平衡方程必须要在变形后位置列 出
。

例 3 这是 , 个工程实例
‘。

某输水管斜拉侨
,

二管直径 1
.
Zm

,

跨度 gom
,

图 4 是它的正

视图
,

俯视图
,

索拉在连接两管用的加劲肋上的中点
。

整个结构柔性较大
,

当两管满水时
,

将

产生较大的挠度
,

必须用大挠度理论进行分析
。

~~~ 夕夕

图 4

把结构分为 78 个节点
,

16 个预应力索单元
,

洲 个梁元
,

总未知数为 们 6 个
。

经过 刁次

迭代计算
,

求得所有位移及内力
。

在双管满水的情况下
,

计算得到的最大挠度为 12c m
,

塔的

最大弯矩为 76 t
·

m

,

最大轴力为一 167t
。

目前
,

该输水管桥已投入使用
,

情况良好
。

例 4 如图 5 为一平面索析架结构
,

四角点固支
。

设杆元的 EA 一 15 000 t
,

索的初张力从

为 30t
,

百 = 3
.
0 义 1 0

6t/ m
Z ,

滋 = 0
.
0 0 4 m

2 。

经过 3次迭代计算
,

得到杆和索的轴向力
,

分别列于表 4
、

表 5 中
。
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了了夕
(7 、

º 骨 奋 犷 \
¾

乡决蠕‘巴雀蛋三兰

表 4

图 5

索张力

〔〔1))) ( 2 ))) (3 ))) ( 4 ))) (5 ))) ( 6 ))) (7 )))

2227
.
9 4 9999 3 0

.
6 3 2 222 2 7 9 4 9 999 3 5

.
5 1 2 999 2 8

.
0 6 3 777 2 8

.
0 6 3777 3 5

,

5
1

2 999

表 5 杆轴力

¹¹¹ ºº »» ¼¼ ½½ ¾¾

111.412888 9.423555 4.894666 4.894666 9.423555 1.412888

五
、

结束语

根据本文提出的方法
,

我们开发了一个多单元
,

多工况的大挠度有限元微机分析程序
,

装

有杆
、

索
、

梁
、

板
、

各类膜
、

块体等各种单元
,

在模型化上没有任何限制
,

并配有前
、

后处

理
,

各种图形功能
。

程序实行分棒运行
,

各接力棒之间相互独立
,

实行内
、

外存信息交换
,

因

此解题规模大
,

在微机上能求解几千个自由度结构
。

本软件开发以来
,

已成功地完成 了多项

实际工程的分析
。
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