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塑性强化材料颗粒的微观接触摩擦研究
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(1. 中国科学院山地灾害与地表过程重点实验室，成都 610041；2. 中国科学院-水利部成都山地灾害与环境研究所，成都 610041) 

摘  要：合理的颗粒接触摩擦模型是从微观角度研究各类结构面强度的基础，然而受制于岩土体颗粒在微观高应

力环境中表现出的复杂接触特征，该问题一直未能很好解决。Fujimoto 在 2000 年给出了受切向荷载作用的微凸

体在理想弹性或完全塑性接触状态下的微观位移特性，但却缺少对塑性强化接触状态下的摩擦进行解析，难被用

于分析微观高应力状态下岩土颗粒的接触摩擦。为此，以 Fujimoto模型为基础，结合作者曾经提出的塑性强化接

触变形理论，在构建塑性强化接触状态下颗粒微观位移模型的基础上，系统的研究了切向荷载作用下塑性强化材

料颗粒的接触摩擦机理，阐明了不同接触状态下塑性强化材料颗粒的切向微观位移特征。最后通过算例分析显示

了模型的合理性。结果表明：颗粒摩擦本质上是不同法向荷载不同接触状态区域按照不同摩擦类型提供摩擦的综

合，而摩擦失稳就是接触面上微滑区扩大、粘着区缩小并消失的过程。 
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STUDY ON MICRO CONTACT FRICTION OF PLASTIC HARDENING 
PARTICLES 

WU Yong1,2 , HE Si-ming1,2 , LI Xin-po1,2 
(1. Key Laboratory of Mountain Hazards and Surface Process, Chinese Academy of Science, Chengdu 610041, China; 

2. Institute of Mountain Hazards and Environment, Chinese Academy of Sciences, Chengdu 610041, China) 

Abstract:  As the foundation of the microcosmic study on shear strength of structural planes, the contact friction 
model of particles has never been built rationally because of the complex plastic deformation under high stress. 
Although the character of asperity micro-displacements caused by a tangential load under perfect elastic or fully 
plastic contact states was studied clearly by Fujimoto in 2000, it cannot be used to explain the friction mechanism 
of geotechnical particles with plastic hardening deformations. Here taken the Fujimoto model as the foundation, 
and based on the plastic hardening contact theory ever proposed by the author, the contact friction mechanism of 
plastic hardening particles is researched systematically so as to illustrate the relation between friction and 
tangential displacements with different contact states. At last, an example is given to verify the application of the 
theoretical method proposed. The result shows that the friction of micro-asperities is the sum of different kinds of 
friction on different contact areas with different contact states, and the start of sliding is a process that a micro-slip 
area increases while stick zone disappears.  
Key words:  Fujimoto model; plastic hardening materials; contact friction; stick zone; micro-displacement 
 
随着技术的进步，微观接触摩擦日渐成为地学

领域解决岩体结构面抗剪强度的重要手段[1―3]。然

而，由于组成宏观结构面的岩土质颗粒(图 1)在微观
高应力状态下因尺寸效应常表现出较强的弹塑性
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变形特性，导致作为微观摩擦理论核心的单微凸体

接触摩擦模型一直没有得到很好的解决，严重的阻

碍了现代摩擦学在地学中的应用。 

F

N

运动方向

微凸体接触

 
图 1  结构面微观接触形态 

Fig.1  Micro contact morphology of structural plane 

实际上在材料力学领域，国内外众多学者已对

颗粒接触摩擦问题做了研究[4―7]，并认为接触微凸

体在发生整体滑动前，其静态的接触摩擦主要由接

触面上外围微观滑动区域提供。Fujimoto T 等[8]在

建立微凸体和平面的接触摩擦模型的基础上，细致

的研究了这种摩擦性质，同时结合相关模型试验[9]

建立了微凸体切向微观位移和切向力(静摩擦力)之
间的关系表达。然而，由于该理论均是基于接触材

料处于完全弹性或完全塑性接触状态上提出的，得

出的规律也只适用于实际材料在较低或极高法向

荷载作用下的接触摩擦，与实际有很大出入。 
最近，何思明等[10]以 Fujimoto模型为基础，通

过解析不同接触状态下的摩擦机理，较合理的阐明

了理想弹塑性材料颗粒的微观位移特性。然而，该

模型仍然没有解决普通弹塑性材料颗粒的接触摩

擦变形特征。 
为此，本文以 Fujimoto模型为基础，结合法向

荷载下微凸体的弹塑性接触变形模型，在构建塑性

强化接触状态下颗粒微观位移模型的基础上，研究

了处于微观高应力状态下岩土质颗粒材料的接触

摩擦特性。 

1  弹塑性颗粒的塑性强化接触模型 

弹塑性颗粒接触摩擦复杂的根源在于接触状

态的多重性，即随法向荷载不同，微凸体可以经历

完全弹性、弹塑性甚至完全塑性等几个接触变形阶

段。为描述弹塑材料颗粒的接触变形，如图 2，作
者在文[11]中通过引入塑性强化系数的方式，建立
了塑性强化材料颗粒的接触变形模型。 
材料本构关系为： 
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式中：k为强化系数，与材料本身物理性质有关；p
为法向接触应力；δ 为法向接触变形；δy是临塑强

度为 py材料颗粒的临塑变形，可表示为： 
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这里 E是材料等效弹性模量，R是接触颗粒的等效
半径，二者可分别表示为： 
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其中：E1、ν1、E2、ν2 分别为接触颗粒各自的弹性

模量和泊松比；R1、R2为接触颗粒各自半径，特别

说明当 R→∞时接触颗粒即为无限大平面。 
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图 2  球体接触点上法向应力-变形关系 

Fig.2  Relation between normal stress and normal deformation  

Brizmer V等[12]在假设材料满足von Mises屈服
准则条件下，给出了材料临塑强度的计算公式： 

(1.234 1.256 )yp Y ν= +          (4) 

式中，Y和ν 分别为颗粒屈服强度和泊松比。 
当法向荷载P小于颗粒接触中心初始进入塑性

状态的临界荷载 Py时，微凸体与平面的接触处于完

全弹性状态。根据 Hertz 理论，此时接触面是半径
为 a的圆，对应压应力 p(r)分布为： 
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        (5) 

这里 Py为颗粒初始屈服时的法向荷载，可表示为： 
1/ 2 3/ 24

3y yP ER δ=              (6) 

如图 3，当 P>Py时，塑性区开始从接触中心出

现并向外扩散，周围弹性区仍服从 Hertz 分布。相
应接触应力分布为： 
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式中：Pe为理想弹性颗粒在接触半径为 a时的接触
压力；ap为颗粒接触面上塑性区半径，可表示为： 

2 3
2πp

y

Pa a
p

= −             (8) 

根据力的平衡条件，结合式(7)可以给出塑性强
化材料的颗粒在塑性强化接触状态下荷载 P方程： 

π ( )( )y y yP R p kδ δ δ= − − +
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图 3  接触面上法向应力分布 

Fig.3  Distribution of normal stress on contact surface  

2  不同接触状态下微凸体的切向微观 
位移特征 

研究[13―14]表明，两个粗糙面间的接触摩擦可模

型化为粗糙面与平面间的接触摩擦问题。如图 4，
此时微凸体与平面的接触可分为内部粘着区和外

围微滑区的两种切向摩擦状态，Cattaneo(1938)[15]

和Mindlin(1949)[16]给出了中心粘着区半径 c随法向
荷载 P和切向荷载 T变化的规律： 

1/3

1 Tc a
Pµ

 
= ⋅ − 

 
           (10) 

显然，随着切向荷载 T的增加，粘着区不断缩
小直至消失，并最终实现接触摩擦的宏观滑移。 
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图 4  颗粒接触模型和摩擦分区 

Fig.4  Contact model of particles and friction zones 

2.1  理想弹性和完全塑性接触条件下微凸体 
的切向微观位移模型——CM解 
处于不同法向接触应力状态的微凸体微观位

移特征是不同的，如图 5，Fujimoto研究[8]通过大量

理论分析和实验给出了切向荷载下处于理想弹性

或完全塑性接触状态微凸体的微观位移模型。 
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(a) 理想弹性           (b) 完全塑性 

图 5  不同接触状态下接触面应力分布 
Fig.5  Distribution of normal and tangential stress on  

contact surface with different contact states 

在较小法向荷载 P作用下，微凸体与平面法向
的接触处于完全弹性状态，如图 5(a)，此时接触应
力服从式(5)分布。若此时切向荷载 T导致微凸体与
平面间发生了大小为 s 的微观相对滑移，则当

2/3
ce es s C P> = 时，粘着区消失，整体滑移出现，

接触摩擦也由最初的静摩擦过渡到滑动摩擦： 
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其中：临界滑移量 sce的参数

1/33 4
8 3e k

EC k
R

µ  = ⋅  
 

；

 
1 1 2 2

1 2

(1 )(2 ) (1 )(2 )
kk

E E
ν ν ν ν+ − + −

= + 。 

反之当 P较大时，微凸体与平面间的接触处于
完全塑性状态。如图 5(b)，此时接触面压应力恒定
为 py，对应当微观位移量

1/2
cp ps s C P> = 时，摩擦

接触由整体稳定状态向完全滑动状态过渡，即： 

, | |

, | |
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sP s s
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其中，临界滑移量 scp的参数

1/2

π
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p k
p
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2.2  塑性强化接触条件下微凸体微观位移特性 
虽然CM模型合理的解析了理想弹性或完全塑

性接触状态下的接触摩擦问题，但对更广泛存在的

塑性强化接触状态下的摩擦问题缺乏合理解答。 
结合弹塑性颗粒的塑性强化接触模型(图 2)，可

定义弹塑性材料的“强化模数”K为颗粒在塑性强
化接触时接触应力-应变率相对弹性接触应力-应变
率的程度： 

  

 
 

O a ap r 
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a ap 

a 

a a 
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kK
k

=
′

                 (13) 

式中，k ′为弹性段弹性系数，结合图 1可以表示为： 

y

y

p
k

δ
′ =                 (14) 

对Fujimoto给出的理想弹性和完全塑性接触状
态下微凸体切向滑移整体启动的临界位移条件进

行代换和化简后有： 
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0.318

ce k

cp k

Ps k
a
Ps k
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 =

 =
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            (15) 

显然，本质上临界切向滑移条件都是外荷载 P
的函数。为此，结合“强化模数”K的定义可给出
弹塑性强化接触状态下接触微凸体切向滑移整体

启动的位移条件： 

(0.318 0.057 )ep k
Ps K k
a

µ= +        (16) 

以理想弹性和完全塑性条件下微凸体微观位

移特征的式(7)和式(8)为基础，可构造出塑性强化条
件下微凸体微观位移模型： 

[1 (1 / ) ], | |

, | |

m
ep ep

ep

P s s s s
f

P s s
µ

µ
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>
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其中，m=1.5K；其它符号意义同前。 
显然，当 K=1时式(17)即为式(11)；而 K=0时，

又符合式(12)模式。也就是说，Fujimoto 给出的理
想弹性和完全塑性接触下的微凸体切向微观位移

模型只是塑性强化接触状态下微凸体切向微观位

移模型的特例而已。 

3  塑性强化材料颗粒的接触摩擦 
颗粒在不同法向荷载下表现出不同的接触状

态，而不同程度的接触提供的摩擦类型又有差异，

故颗粒接触摩擦就是不同接触区域按不同摩擦模

式提供抗滑力的过程。 
法向荷载较小或较大情况下的完全弹性及完

全塑性接触摩擦已由 CM解给出，这里仅讨论 P>Py

时颗粒的接触摩擦问题。此时接触面接触状态包含

中心塑性强化和外围理想弹性两种(图 3)，而响应的
摩擦状态则可分为内部粘着摩擦和外围微滑摩擦

(图 4)两类。由于粘着区范围不断随按式(10)变化，
导致接触状态和摩擦状态的组合方式也不断变化，

继而按不同的总和模式提供颗粒接触摩擦。 

3.1  半径 pc a≥ ，即粘着区大于/等于塑性强化区 

在特定法向荷载 P作用下，若 T较小时，则粘
着区域很大，粘着半径大于或等于塑性区半径。如

图 6所示。此时接触摩擦力由以下三部分构成： 
1) 塑性强化粘着区 (0 )pr a<≤ 的摩擦可由 

式(17)给出： 

1 1[1 (1 / ) ]m
epf P s sµ= − −        (18) 

式中， 1(0.318 0.057 ) /ep ks K k P aµ= + 时；P1满足： 

2
1 0

2π ( /(2 ) ) dpa
yP k r R r rδ δ= − −∫  (19) 

2) 弹性粘着区 ( )pa r c<≤ 的摩擦由式 (11)  

给定： 
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2 2 1 1
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f P δ
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δ

  
 = − − 
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        (20) 

式中， 2/3
2ce eC Pδ = ；P2满足： 

2 1/ 2
2 2

32π [1 ( / ) ] d
2πp

c e
a

PP r a r r
a

= −∫    (21) 

3) 弹性微滑区 ( )c r a≤ ≤ 的摩擦直接由滑动

摩擦定律给出： 
3 3f Pµ=                  (22) 

3 1 2P P P P= − −            (23) 

微凸体接触面上的摩擦力： 
1 2 3f f f f= + +            (24) 

由于接触面在微观滑移阶段产生的摩擦力 f 与
外力 T大小一致，则： 

2 2 3/2 2 2 3/2
3 [( ) ( ) ]e

p
PT a a a c
a

µ= − − −     (25) 

塑性强化粘着区
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弹性粘着区

弹性微滑区
非接触区

aap

c

 
图 6  c≥ap接触面接触摩擦分区 

Fig.6  Different friction zones on contact surface while c≥ap 
3.2  半径 pc a< ，即粘着区在塑性强化区内 

当切向荷载 T继续增大时，粘着区域已缩小到
塑性区内部，如图 7，此时摩擦由三部分构成： 

1) 塑性强化粘着区 (0 )r c<≤ 的摩擦由式(17)

给出： 

1 1[1 (1 / ) ]m
epf P s sµ= − −        (26) 

式中， 1(0.318 0.057 ) /ep ks K k P aµ= + 时；P1满足： 

非接触区 
弹性微滑区 
弹性粘着区 

塑性强化粘着区 
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2
1 0

2π ( /(2 ) ) d
c

yP k r R r rδ δ= − −∫    (27) 

2) 塑性强化微滑区 ( )pc r a<≤ 的摩擦： 

2 2f Pµ=                            (28) 
2

2 2π ( /(2 ) ) dpa
yc

P k r R r rδ δ= − −∫   (29) 

3) 弹性微滑区 ( )pa r a≤ ≤ 的摩擦： 

3 3f Pµ=                  (30) 

3 1 2P P P P= − −             (31) 

由于接触面在微观滑移阶段产生的摩擦力 f 与
外力 T大小一致，则： 

2 2 3/2 2 2 3/2
3 [( ) ( ) ]e

p
PT a a a c
a

µ= − − −     (32) 

需要说明的是：1) 以上两种接触状态与摩擦状
态的组合不可能同时出现，特定的法向荷载下只能

遵循其中一种组合摩擦方式；2) 无论何种接触摩擦
模式，微凸体宏观启滑的判据是粘着区的消失

( 0)c = ，对应切向荷载T Pµ= 。 
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c
o

塑性强化微滑区

弹性微滑区

 
图 7  c<ap接触面接触摩擦分区 

Fig.7  Different friction zones on contact surface while c<ap 

4  算例 
为验证本文理论方法的合理性，这里采用   

文[17]提供的岩质颗粒应力-应变资料进行验算。假
定接触发生在半径R1=0.5mm的微凸体与为R2=∞的
平面间，而二者弹性模量 E1和 E2均为 1.6GPa，泊
松比ν1 和ν2 均为 0.32，岩质颗粒的屈服强度 Y= 
21MPa，强化系数 k =7.0×109；摩擦系数 μ=0.27。 
从图 8 可以看出，颗粒临塑变形 =1.824μmyδ

很小，即只有 yδ δ< 时接触压力和法向接触变形才

服从Hertz弹性接触理论，而多数情况下的 yδ δ≥ 接

触则服从强化模型。 
图 9 为不同接触模型所计算出来的法向压力 

(P)和接触变形(δ )在 yδ δ≥ 时的关系。可见塑性强

化接触模型解介于Hertz弹性解和Thornton解之间。
这说明相同接触压力下，传统 Hertz 解得出的压缩
变形过小，而 Thornton解又太大，都与实际有很大
出入。 

 
图 8  颗粒的压力-变形计算曲线 

Fig.8  Contact force-normal deformation curve of particles 

 
图 9  不同接触模式下法向压力-法向变形关系 

Fig.9  Relation between T-δ calculated by different models 

材料强化系数对接触面上 P-δ 关系的影响见 
图 10，可见强化系数越高，曲线越接近 Hertz弹性
解；强化系数越低，越接近 Thornton解。 

 
图 10  强化系数对接触压力和接触变形关系的影响 

Fig.10  Effect of k on the relation of T-δ  

由式(6)知颗粒初始进入塑性状态的荷载 Py= 
0.065N，可见发生弹性接触摩擦的法向荷载是很小
的。图 11是法向荷载分别为 0.05N和 0.1N时切向
荷载作用下颗粒完全弹性和塑性强化接触状态下

的摩擦-微观位移曲线。可见，相对于弹性状态的接
触摩擦，弹塑性接触状态下的颗粒在切向荷载作用

下整体进入滑动状态的所需要的微观相对位移量

有显著提高。 
另外，塑性强化接触状态下的摩擦机理也复杂
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的多。如图 11，微凸体出现整体滑动时处于弹性接
触状态的颗粒摩擦几乎与动摩擦 μP 一致，而处于
塑性强化接触状态下的摩擦极值却要大于滑动  
摩擦。 

 
图 11  弹性和弹塑性荷载下接触面接触摩擦-微观位移关系 
Fig.11  Relation between T-δ on contact surface under elastic 

and elastic-plastic state 

按照本文理论模型，图 12 计算了法向荷载分
别为 0.67N、1.34N 和 2.01N时的颗粒摩擦力-微观
位移关系曲线。显见，随法向荷载的增加，颗粒进

入整体滑移状态时所需要的微观位移也越大，接触

面上的摩擦阻力也越来越大，塑性微滑摩擦在整个

接触摩擦演变过程中作用越来越大。 

 
图 12  不同法向荷载下接触面接触摩擦-微观位移关系 

Fig.12  Relation between T-δ on contact surface under 
different elastic-plastic loads 

5  结论 
以 Fujimoto模型为基础，结合已提出的塑性强

化接触变形理论，在构建塑性强化接触状态下颗粒

微观位移模型的基础上，系统的研究了切向荷载作

用下塑性强化材料颗粒的接触摩擦机理，阐明了不

同接触状态下塑性强化材料颗粒的切向微观位移

特征。通过算例的分析，可以得出以下结论： 
(1) 组成结构面的岩土质颗粒会因应力集中和

尺寸效应而表现出一定的塑性强化性质，并且很小

法向荷载作用下就可进入这种接触状态。也就是

说，实际结构面的抗剪强度本质上可归结为众多处

于塑性强化接触状态下岩土质颗粒的摩擦问题。 
(2) 计算结果表明：随法向荷载的增加，微凸

体进入整体滑移状态时所需要的微观位移越大，接

触面上的摩擦阻力也越来越大。 
(3) 理论上，颗粒接触摩擦可分为完全弹性

(P<Py)、弹塑性和完全塑性(P→∞)三种接触摩擦，
但实际中多为塑性强化接触摩擦。 

(4) 颗粒摩擦本质上是接触面上不同接触状态
区域按不同摩擦模式提供摩擦的总和。而摩擦滑移

则是粘着区缩小，微滑区扩大的过程。 
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