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求解弹性波有限差分法中自由边界处理方法的对比
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(1. 中国科学院深圳先进技术研究院，深圳 518055；2. 北京大学信息科学技术学院，北京 100871) 

摘  要：自由边界条件在计算方法中的数值表征是地震波模拟中的一个重要内容，表征的有效性直接关系到所得

波场能否代表地表介质特性的真实响应。该文评估了交错网格有限差分法中 5种常用自由边界处理方法：直接法、

应力镜像法、改进应力镜像法、横向各向同性介质替换法和声学边界替换法，并与有限元法模拟结果进行了对比，

波形曲线直观比较及波幅比与相关系数定量比较显示横向各向同性介质替换法与有限法模拟结果一致性最好。进

一步的层状介质模型弹性波数值模拟结果表明：横向各向同性介质替换法的精度和可靠性最高，能真实表征地表

介质中的地震波传播。 
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COMPARISON AMONG IMPLEMENTATIONS OF FREE-SURFACE 
BOUNDARY IN ELASTIC WAVE SIMULATION USING THE 

FINITE-DIFFERENCE METHOD 

WANG Zhou1 , LI Zhao-hui1,2 , LONG Gui-hua1 , GAO Qin1 , ZHAO Jia-fu1 
(1. Shenzhen Institutes of Advanced Technology, Chinese Academy of Sciences, Shenzhen 518055, China; 

2. School of Electronics Engineering and Computer Science, Peking University, Beijing 100871, China) 

Abstract:  Representation of free-surface boundary condition in numerical calculations is an important aspect 
for seismic wave simulation. The effectiveness of numerical representation directly relates to whether the wave 
field can represent the true response of free-surface medium characteristics. Five common implementations of 
free-surface boundary used in the staggered-grid finite-difference method were evaluated, including the direct 
method, the stress image method, the improved stress image method, the transversely isotropic medium approach 
and the acoustic-elastic boundary approach, and a comparison with the finite-element method was also conducted. 
Simulation results of the transversely isotropic medium approach and the finite-element method are consistent 
best in visual comparison of waveform curve and quantitative comparison of amplitude ratio and correlation 
coefficient. Further numerical simulation results of elastic wave in layered medium model show that the 
transversely isotropic medium approach is the most accurate and reliable one which could represent seismic wave 
propagation in free-surface medium.  
Key words:  elastic wave; free-surface boundary; numerical simulation; finite-difference method; finite-element 

method 
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当前浅层地震勘探技术广泛应用于工程地质

勘探、环境地质调查、病害工程治理、水文地质工

程调查等领域。然而，由于地表的影响，浅地层中

地震波场异常复杂，面波和反射波交杂，难以分离，

导致浅层勘探难以进行。弹性波数值模拟有助于研

究地震波在近地表介质中的传播规律，对浅层地震

勘探有较大的应用价值。 
目前，弹性波数值模拟多采用交错网格有限差

分法，其通过将微分格点移到半格点上来提高计算

精度，空间频散也比常规有限差分格式小的多，被

广泛应用于地震勘探和地球动力学研究[1―4]。在有

限差分数值模拟中，自由边界处理是一个重要的研

究内容，尤其是以面波方法为主的浅层地震勘探。 
在带有自由边界的半无限区域弹性波数值模

拟方面，一些研究人员做了很多有价值的工     
作[4―13]。虽然目前存在多种基于交错网格有限差分

的自由边界处理方法，但很少有人将诸多方法集中

在一起进行比较和分析。因此，全面评估各种方法

的精度和可靠性，并制定一个模拟优选方案就显得

尤为必要。本文首先总结了交错网格有限差分法中

常用的自由边界处理方法：直接法[6,14]、应力镜像

法[6,15―16]、改进应力镜像法[6]、横向各向同性介质

替换法[12]、声学边界替换法[13]；然后，分别采用这

5 种方法对二维半无限区域均匀介质中的弹性波场
进行了交错网格有限差分数值模拟；最后，通过与

有限元模拟结果进行波场快照、波形曲线以及波形

波幅比与相关系数 3个方面的比较来找出最优自由
边界处理方法。 

1  交错网格有限差分法中常用的自由 
边界处理方法 
弹性波交错网格有限差分法已经有很多研  

究[1―4]，交错网格有限差分格式和常规有限差分格

式相比，其网格频散显著减小，精度明显提高，而

且可以取较大的空间步长，提高计算效率，提高弹

性波模拟的精度和稳定性。交错网格有限差分以一

阶弹性波方程作为基础，通过将空间微分格点移到

半格点上来提高计算精度，在二维交错网格中，正

应力 xxτ 、 zzτ 采样位置在整格点，速度 xv 、 zv 采样
位置在相应轴向棱边的半格点，切应力 xzτ 采样位置

在相应网格的中心，如图 1所示。 
时间差分格式采用中心差分。在交错网格中边

界条件的处理更为复杂，尤其是自由边界的处理，

对结果影响甚大。 

 
图 1  二维交错空间网格示意图 

Fig.1  Two-dimensional staggered grid 

自由边界是介质与空气之间的物性突变界面，

其边界条件为垂直表面的应力为零，理论表达   
式为[12,17]： 

( ,0, ) 0
( ,0, ) 0
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x t
x t

τ
τ

=
 =

             (1) 

该边界条件看似简单，但用离散波动方程数值

解处理时很困难，这是因为一般数值计算方法是以

波场连续为前提的，仅在模型之上增加一个空气层

的办法是不正确的，且差分算子越复杂，难度越大。 
目前很多工作采用了不同的方法针对交错网

格有限差分计算中的自由边界问题进行了      
研究[4,6,13―16]。 
1.1  直接法 
根据自由边界的物理性质及理论表达式，最容

易得到的处理方法就是直接法[6,14]，具体就是在自

由边界上直接将 zzτ 和 xzτ 赋值为零，如下所示： 
0
0
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τ
τ

=
 =

                 (2) 

由于交错网格中正应力和切应力在不同的取

样位置，如图 1所示，因此式(2)不可能在同一条边
界线上实现。如果在迭代计算中，自由边界直接采

用式(2)，而不考虑其他变量，可能产生不稳定的结
果。在自由边界上，正应力 xxτ 依据下式来迭代计算，

则计算的稳定性得以满足。 
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1.2  应力镜像法 
应力镜像就是把自由边界当作一面镜子，两侧
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的应力关于自由边界镜像对称[15―16]。在二维交错网

格中，应力镜像法认为自由边界通过正应力 xxτ 、 zzτ
的采样位置，即自由边界位于实网格线上，如图 2
所示。 

 
图 2  应力镜像法自由边界取样位置 

Fig.2  Sampling points of free-surface boundary in the stress 
image method 

应力镜像法中自由边界的交错网格差分格式

在空间域中可表示为： 
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同时，在自由边界上，正应力 xxτ 采用式(3)来迭代

计算。 
1.3  改进应力镜像法 
改进应力镜像法[6]是在现有的交错网格有限差

分格式和应力镜像法基础上提出的，此算法认为自

由边界不是通过正应力 xxτ 和 zzτ 的采样位置，而是

通过切应力 xzτ 的采样位置，即自由边界位于虚半网

格线上，如图 3所示。 
改进应力镜像法中自由边界的交错网格差分

格式在空间域中可表示为： 
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相对应力镜像法而言，改进应力镜像法的处理

有一些优点：首先，由于正应力 xxτ 、 zzτ 不在自由边

界上采样，因此不需要考虑式(3)，直接采用式(5)即
可；其次，当边界的形状形成一个顶角时，应力镜像

法需要正应力 xxτ 、 zzτ 为零，而改进算法只要求切应

力 xzτ 为零，因此提高了效率，物理上也是正确的。 

 
图 3  改进应力镜像法自由边界取样位置 

Fig.3  Sampling points of free-surface boundary in the 
improved stress image method 

1.4  横向各向同性介质替换法 
横向各向同性介质替换法[12]用横向各向同性

介质近似代替自由边界，不直接对所有应力条件进

行处理，而是令正应力 zzτ 在自由边界处直接为零，

切应力为零的条件则通过对自由边界上物性参数

的设定，在波动方程交错网格有限差分迭代求解中

实现。其二维处理方式如下： 
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其中： zzτ 、 ρ、λ、 µ表示自由边界上的正应力、

密度和拉梅常数(自由边界以上的虚拟网格也如此
赋值)； 0ρ 、 0µ 表示自由边界以下弹性介质的密度

和拉梅常数。 
1.5  声学边界替换法 
根据自由边界上弹性介质和空气之间存在能

量耦合的现象，声学边界替换法[13]用声学和弹性介

质边界近似代替自由边界，其大体思路与横向各向

同性介质替换法相同，主要区别在于考虑了自由边

界上下两边横向的应力连续。其二维处理方式   
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如下： 
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其中： zzτ 、 ρ、λ、 µ表示自由边界上的正应力、

密度和拉梅常数(自由边界以上的虚拟网格也如此
赋值)； 0ρ 、 0µ 表示自由边界以下弹性介质的密度

和拉梅常数。 

2  数值模拟比较 

由于实际地表结构非常复杂，导致地震波场非

常杂乱，无法用实验来验证自由边界处理方法的精

度和可靠性，本文采取有限差分和有限元数值模拟

来分析比较各种处理方法。 
有限元法处理边界问题很方便，特别是自由边

界条件可以自动满足，不需加任何约束，能处理各

种复杂的边界条件。本文弹性波场模拟所使用的有

限元软件为 ABAQUS 商业软件，有限差分软件为
自己编制的交错网格有限差分程序，以 ABAQUS
的模拟结果作为比较基准。 
为了评价上述 5 种自由边界处理方法的优劣，

设置模型为带有自由边界的二维半无限区域，其计

算区域为 100m×60m。为了模拟弹性波在半无限介
质中传播，除自由边界外，其余各边界在有限差分

法中使用吸收边界，而在有限元法中则是通过设置 

计算区域与计算时间使弹性波传不到边界处。模拟

介质取为花岗岩，密度为 2660kg/m3，纵波波速为

4770m/s，横波波速为 2700m/s。在有限差分和有限
元计算中，空间步长均为 0.2m，时间步长均为
0.01ms。震源和 5道检波器均位于自由边界上，震
源位于地表中点，检波器偏移距为 10m，道间距为
5m。震源为向下的 vz速度载荷，表达式为高斯函数

一阶导数： 
2 2 2

02π ( )2 2
0source( ) 4π ( )e f t tt f t t − −= −     (8) 

其中： f 为震源频率； 0t 为时间延迟。数值模拟中
取 500Hzf = 、0 1.38mst = ，并乘以系数 42.5 10−× ，

得到的震源波形曲线如图 4所示。 

 
图 4  震源波形曲线 

Fig.4  Waveform curve of source 

取横向应力分量 xxτ 与速度分量 xv 为考察参
量，分别采用 5种自由边界处理方法的有限差分法
以及有限元法模拟得到的8ms时应力分量与速度分
量波场快照分别如图 5和图 6所示。 

 
(a) 有限元法                       (b) 直接法                        (c) 应力镜像法 

 
(d) 改进应力镜像法              (e) 横向各向同性介质替换法             (f) 声学边界替换法 
图 5  有限元法以及分别采用 5种自由边界处理方法的有限差分法模拟得到的应力分量波场快照 

Fig.5  Snapshots of stress component computed by the finite element method and the finite-difference method with five 
implementations of free-surface boundary 
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(a) 有限元法                         (b) 直接法                       (c) 应力镜像法 

 
(d) 改进应力镜像法              (e) 横向各向同性介质替换法              (f) 声学边界替换法 
图 6  有限元法以及分别采用 5种自由边界处理方法的有限差分法模拟得到的速度分量波场快照 

Fig.6  Snapshots of velocity component computed by the finite element method and the finite-difference method with five 
implementations of free-surface boundary 

由图 5和图 6可以看出，分别采用 5种自由边
界处理方法的有限差分法与有限元法的模拟结果

基本一致，在自由边界上存在直达波与面波，在自

由边界以下存在纵波、横波和纵横转换波。然而，

波场快照只能显示弹性波传播状态，要想比较各种

自由边界处理方法的准确性和可靠性，必须比较波

形曲线。在有限元法中，自由边界条件可以通过不

加约束来自动满足，不需要任何边界处理方法，因

此，本文将以有限元模拟结果为基准来比较 5种有
限差分自由边界处理方法模拟结果。有限元法和分

别采用 5种自由边界处理方法的有限差分法模拟得
到的第 4 道检波器(距震源 25m)波形曲线分别如图
7和图 8所示。 
如图 7和图 8所示，直接法波形及波幅与有限

元法相比差异非常大，其波幅小的可以忽略；改进

应力镜像法波形及波幅与有限元法相比差异也非

常大，且直达波波幅与面波相近，明显不符合实际；

声学边界替换法波形与有限元法相比差异较大，主

要是时间提前；应力镜像法波形与有限元法相近，

但波幅差异较大；横向各向同性介质替换法的模拟

结果与有限元法比较，波形与波幅均符合良好。 
上述结论是依据波形曲线直观比较得出的，更

为准确的是以波幅比和波形相关系数来定量判断

波形波幅接近程度和波形相似程度。波幅比和波形

相关系数越接近于 1，则波形的相近程度越高。以
有限元法模拟结果为基准，分别采用 5种自由边界

处理方法的有限差分法模拟得到的检波器应力与

速度分量波形波幅比及相关系数如表 1~表 4所示。 

 
(a) 

 
(b) 

图 7  有限元法和分别采用 5种自由边界处理方法的 
有限差分法模拟得到的应力分量波形曲线 

Fig.7  Waveform curves of stress component computed by the 
finite-element method and the finite-difference method with 

five implementations of free-surface boundary 

x
向
正
应
力

/M
Pa

 

3

2

1

0

-1

-2

-35     6      7      8      9     10    11    12    13    14    15 
时间/ms 

x
向
正
应
力

/M
Pa

 

时间/ms 

2.0

1.5

0.5

0

-0.5

-1.0

-1.55     6      7      8      9     10    11    12    13    14    15 

宽度/m 宽度/m 宽度/m 
深
度

/m
 

宽度/m 宽度/m 宽度/m 

深
度

/m
 



82 工    程    力    学  

 

 
(a) 

 
(b) 

图 8  有限元法和分别采用 5种自由边界处理方法的 
有限差分法模拟得到的速度分量波形曲线 

Fig.8  Waveform curves of velocity component computed by 
the finite-element method and the finite-difference method with 

five implementations of free-surface boundary 

表 1  应力波形波幅比 
Table 1  Amplitude ratio of stress waveform 

自由边界处理方法 第 1道 第 2道 第 3道 第 4道 第 5道 平均 

直接法 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 
应力镜像法 2.32 2.50 2.66 2.84 3.02 2.67 
改进应力镜像法 4.33 4.26 4.22 4.27 4.35 4.29 

横向各向同性介质替换法 0.84 0.91 0.97 1.05 1.12 0.98 
声学边界替换法 1.44 1.56 1.71 1.87 2.11 1.74 

表 2  应力波形相关系数 
Table 2  Correlation coefficients of stress waveform 

自由边界处理方法 第 1道 第 2道 第 3道 第 4道 第 5道 平均 

直接法 −0.91 −0.86 −0.81 −0.75 −0.69 −0.81 
应力镜像法 0.87 0.77 0.66 0.56 0.45 0.66 
改进应力镜像法 0.00 −0.03 −0.10 −0.16 −0.21 −0.10 

横向各向同性介质替换法 0.86 0.74 0.62 0.50 0.39 0.62 
声学边界替换法 0.66 0.43 0.23 0.09 −0.01 0.28 

表 3  速度波形波幅比 
Table 3  Amplitude ratio of velocity waveform 

自由边界处理方法 第 1道 第 2道 第 3道 第 4道 第 5道 平均 

直接法 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.02 
应力镜像法 1.46 1.45 1.44 1.44 1.45 1.45 
改进应力镜像法 3.63 3.74 3.81 3.87 3.90 3.79 

横向各向同性介质替换法 1.40 1.38 1.36 1.35 1.35 1.37 
声学边界替换法 1.08 1.00 0.94 0.89 0.84 0.95 

表 4  速度波形相关系数 
Table 4  Correlation coefficients of speed waveform 

自由边界处理方法 1道 2道 3道 4道 5道 平均 

直接法 −0.77 −0.71 −0.64 −0.58 −0.51 −0.64 
应力镜像法 0.93 0.85 0.75 0.64 0.53 0.74 
改进应力镜像法 0.10 0.06 -0.01 −0.08 −0.15 −0.02 

横向各向同性介质替换法 0.93 0.83 0.70 0.58 0.46 0.70 
声学边界替换法 0.73 0.50 0.29 0.13 0.02 0.34 

如表 1~表 4所示，直接法、改进应力镜像法与
声学边界替换法的应力分量与速度分量波形波幅

比与相关系数均与 1相差很大。应力镜像法应力分
量波形波幅比平均值为 2.67，误差太大。综合衡量，
横向各向同性介质替换法的波形波幅比与相关系

数指标最优，误差在可接受范围之内。因此，本文

认为横向各向同性介质替换法是一种准确、可靠的

自由边界处理方法。 

3  应用实例 
本文采用横向各向同性介质替换法，运用交错

网格有限差分法模拟了层状介质模型的二维弹性

波场。介质参数如表 5所示，在自由边界上共设置
24道检波器，偏移距为 10m，道间距为 1m，其它
计算条件同上。 

表 5  层状介质模型参数 
Table 5  Parameters of layered medium model 

层号 层厚/m 密度/(kg/m3) 纵波波速/(m/s) 横波波速/(m/s) 

第 1层 10 2000 2500 1450 
第 2层 ∞ 2660 4770 2700 

图 9是弹性波场检波器记录信号，在信号中可
以明显区分出直达波与面波，以及介质分界面反射

的纵波、横波与纵横转换波，符合物理事实，能真

实表征地表介质中的地震波传播。 

 
图 9  弹性波场检波器记录信号 

Fig.9  Surface record of elastic wave field 
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4  结论 
本文评估了交错网格有限差分法中 5种常用的

自由边界处理方法：直接法[6,14]、应力镜像法[6,15―16]、

改进应力镜像法[6]、横向各向同性介质替换法[12]、

声学边界替换法[13]，运用交错网格有限差分法来模

拟了这 5种边界处理情况下半无限均匀介质中弹性
波的传播过程，并与有限元法模拟结果比较。结果

表明，5 种方法的波场快照基本一致，都符合物理
规律，但无法从中区分优劣；波形曲线明显显示出

5 种方法的差异，经过直观比较，发现横向各向同
性介质替换法的模拟结果与有限元法很一致，波形

与波幅均符合良好；进一步的波形波幅比与相关系

数比较定量的指出，在 5种自由边界处理方法中，
横向各向同性介质替换法最优，是最准确、最可靠

的自由边界处理方法。 
最后，本文采用横向各向同性介质替换法，运

用交错网格有限差分法模拟了层状介质模型的二

维弹性波场，波场信号记录符合物理事实，能真实

表征地表介质中的地震波传播。下一步工作可在三

维半无限区域弹性介质中，继续以有限元法模拟结

果为基准，来比较验证上述 5种自由边界处理方法。 
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