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砂土强度和剪胀性的颗粒力学分析 
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摘  要：砂土强度和剪胀性一直是土力学强度和变形研究的难点和重点，对其进一步认识的关键取决于对砂土颗

粒状微观结构的洞察。砂土的颗粒性和散碎性使其适合采用颗粒力学来研究。该文从颗粒力学角度出发，利用平

面离散元模拟砂土变形，建立并标定了砂土单元实验的一个颗粒力学模型。在此基础上，通过颗粒力学参数影响

分析，研究了砂土无侧限双轴试验的三种表观强度指标(临界状态强度、峰值强度和特征应力强度)、剪胀性及剪

切模量的颗粒力学影响因素。研究结果表明：砂土临界状态强度仅受砂土颗粒摩擦系数的影响，是材料属性，符

合临界状态土力学理论；砂土峰值强度和特征应力强度不但与砂土颗粒摩擦系数相关，还与围压水平和相对密实

度有关。峰值强度不受砂土颗粒自身刚度性质的影响，而特征应力强度受颗粒刚度性质的影响较大，但后者的影

响规律不是简单的正比或反比的关系。砂土剪切模量主要受其颗粒自身刚度性质的影响，就目前研究来看，它与

砂土相对密实度的关系并不显著。用颗粒力学方法对剪胀性的深入研究比较困难，主要是因为诸多颗粒力学参数

(砂土颗粒摩擦系数和刚度、砂土样品的孔隙率及围压水平)均与之相关。该文尝试研究了砂土剪胀性与其颗粒转

角的关系。最后，用该文标定的颗粒力学模型，研究了无重地基极限承载力普朗德尔-瑞斯纳问题，通过颗粒力学

计算结果与普朗德尔-瑞斯纳解的对比，深化了对砂土地基极限承载力的理解，也为计算颗粒力学方法在岩土工程

尺度上的应用提供了参考。 

关键词：无侧限双轴试验；颗粒力学；离散元方法；砂土；强度；剪胀性 
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GRANULAR MECHANICAL ANALYSIS OF THE STRENGTH  
AND DILATANCY OF SANDS 

CHANG Zai , *YANG Jun , CHENG Xiao-hui 
(Key Laboratory of Structure Engineering and Vibration of China Education Ministry, 

 Department of Civil Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  The strength and dilatancy of sands are continuously the research focus of soil mechanics. Further 
understanding of these mechanical properties depends on the insight view of the granular fabric of sands. The 
granular and discrete properties of materials make sands feasible to be studied by granular mechanics. Three 
strength indices including the critical state strength, the peak strength and the characteristic stress strength, 
dilatancy and shear modulus of sands in unconfined biaxial tests were investigated using the approach of granular 
mechanics. Micromechanical insights were obtained for the phenomenological behavior of sands observed in 2D 
discrete element simulations. The results presented in this paper indicated the friction coefficient of sand particles 
was crucial to the critical state strength of sands. This conformed to the theory of critical state soil mechanics. The 
other two strength indices correlated not only to the friction coefficient of sand particles but also the confining 
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stress that sands were subject to and the relative density. The peak strength of sands was found to be irrespective 
of the stiffness of sand particles. A definite correlation of the characteristic stress strength with the stiffness of 
sand particles was unable to determine. The shear modulus of sands primarily correlated with the stiffness of sand 
particles, but its correlation with the relative density of sands was insignificant as far as the present situations were 
considered. The dilatancy of sands remained difficult to be understood as it correlated with many parameters such 
as the friction coefficient of sand particles, the mean stress that sands were subject to, the relative density, the 
Poisson’s ratio of sand particles as well as the stiffness of sand particles. At last, the calibrated model of granular 
mechanics developed was employed to investigate the Prandel problem in which a limit equilibrium solution was 
obtained for the bearing capacity of weightless foundations subject to surcharges. Agreements and disagreements 
of these two solutions were observed which enriched the understanding of bearing capacity of foundations. 
Key words:  unconfined biaxial test; granular mechanics; discrete element analysis; sand; strength; dilatancy 
 

砂土可能是自然界和土木工程建设中最常见

和最具有代表性的颗粒体材料。其物理力学及工程

性质受到物理、岩土力学专家和岩土工程师的共同

关注。一方面，对物理、岩土力学研究人员而言，

砂土经常被用来作为载体，进行颗粒集合体物理力

学性质的实验研究和理论分析，这其中比较典型的

研究包括：1) 砂土在土工离心机缩尺物理模型中的
力学性质以及相似性和颗粒尺寸效应分析[1―2]，砂

土液化机理的研究等[3]；2) 为空间科学而进行的砂
土颗粒体在微重力环境下的力学实验研究[4―5]。而

对于岩土工程师来说，各种密实度砂土的表观(宏观)
强度指标及其剪胀性的准确量测与确定是一个重

要问题。正是由于砂土的颗粒本质(非连续性)，以
上两方面的研究和实践经常相互交叉与促进，成为

土力学与基础工程研究中一个体现基础科学(物理
学，颗粒力学)和岩土工程实践相结合的重要课题。
该课题近年来在国际土力学与岩土工程界内被称

为土的微观力学研究 (Soil micromechanics or 
Mechanics of granular materials)，或岩土的多尺度分
析(Geomechanics from micro to macro)[6―8]。国际土

力学和岩土工程委员会(ISSMGE)也有一个专业委
员会 IC35 (Geotechnics of Particulate Media)来促进
这方面研究工作的开展。国内多称为岩土的结构或

组构的研究，尤以已故教授沈珠江院士的研究工作

最为突出[9]。以上研究人员一致认为，要对颗粒性

质明显的岩土类材料基本性质有深入和正确的理

解，只能通过土的微观(颗粒)力学的研究来实现。 
20 世纪 80 年代以来，粗粒土和岩石的计算颗

粒力学方法得到迅速发展[10―11]。其中最为著名的计

算程序当属 PFC2D/3D(Particle flow code, Itasca®)。虽
然国内外目前利用这一手段对岩土类材料的一些

复杂问题进行了不少的讨论[2,12]，但本文仍试图从

颗粒力学基本原理出发，分析土力学和基础工程中

的一个基本问题——砂土在单元试验中表观强度
和剪胀性。其目的在于呈现给读者和其他研究人员

计算颗粒力学的核心部分，即用离散单元的数值方

法，研究岩土类材料颗粒力学指标与其表观性质的

定性与定量关系。本文认为岩土计算颗粒力学才起

步不久，只有深入了解其核心部分，才有可能针对

土力学和岩土工程中一些前沿及热点问题进行进

一步探讨。 
到目前为止，岩土工程研究人员基于临界状态

土力学理论和常规剪切实验提出了砂土 3种表观强
度指标，即临界状态强度、峰值强度、特征应力强

度及相应的剪胀性指标。 
砂土临界状态强度只与砂土的矿物成分相  

关[13]，此时的应变水平约在 8%―15%，剪胀性为
零。该状态的强度指标虽是材料的本质属性，而非

状态参数，但大变形下强度指标的量测受试样软化

机制及边界条件的影响，量测困难重重[14]，砂土的

临界状态是否存在也曾受到质疑[15]。 
砂土峰值强度一般用于基础工程的正常使用

极限状态和容许应力法设计中。20 世纪 80 年代的
研究[13]表明：峰值强度及此时的剪胀性均与平均有

效应力、土相对密实度和临界状态强度密切相关。

除经实验量测而拟合得到的经验公式之外，峰值强

度和剪胀性的数值计算及理论分析模型，尤其是反

映砂土颗粒本质的模型并未发展。这一工作现在也

受到包括一些岩土有限元计算软件，如 Plaxis 的  
关注。 

20 世纪 90 年代以来，在砂土的特征应力强度
方面有了不少研究[16―17]。特征应力强度是在砂土单
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元测试中，其体积应变率首次为零时的动摩擦角

(mobilized friction angle)，该强度被认为更适用于三
轴压缩实验下的强度指标[14]。但特征应力状态对应

的应变水平很小，一般约小于 2%，这使得其准确
量测也有一定困难。 
密砂和松砂的以上三种强度指标可以表示在

图 1所示的常规三轴实验的典型偏应力和体积应变
与轴向应变的关系曲线上。 
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图 1  典型三轴实验砂土强度和剪胀性指标 

Fig.1  The strength and dilatancy indices of sands in 
conventional triaxial compression tests 

本文利用 PFC2D建立砂土的颗粒力学模型，定

量研究砂土颗粒集合体的表观强度和剪胀性(砂土
样品在单元应力-应变测试中的性质)与颗粒力学性
质的关系。分析在三种不同的强度指标下，影响砂

土内摩擦角和剪胀角的颗粒力学因素。将颗粒力学

分析结果与已有的砂土强度与剪胀性的经验公式

相比较，提出砂土表观强度和剪胀性的颗粒力学解

释。最后用颗粒力学方法分析了土力学中无重地基

的极限承载力及其相应的变形机制。 

1  砂土颗粒力学模型建立 

1.1  “样品”制备和加载机制 
用颗粒集合体研究砂土力学性质的数值试验

多采用侧限双轴试验。目前已有关于砂土在循环荷

载下力学性质的侧限双轴试验的研究[12]。侧限双轴

试验的刚性边界条件，与实验室中研究砂土强度和

变形常用的常规三轴实验有很大区别。所以本文尝

试建立有围压的无侧限双轴试验 (Unconfined 
Biaxial Test, UBT)的颗粒力学模型，并用颗粒组成
的“薄膜”来模拟实际样品周围的乳胶薄膜，最大

程度上模拟砂土颗粒集合体的岩土工程性质。 
平面应变的 UBT 实验装置与加载机制及其数

值模型如图 2所示。图 2(b)中数值“砂土样品”生
成及位移和力的边界条件的模拟步骤如下：1) 在高

为 H和宽为 L的平面内，用 2300个在一定粒径范
围内的颗粒按照粒径均匀分布的规律，形成具有一

定孔隙率的“试样”。颗粒集合体形成方法利用

PFC2D手册中所给出的“膨胀法”[18]：即在四面“墙”

预先设定的区域中生成一定数量的颗粒，而后这些

颗粒膨胀直至四面“墙”所围成区域被填充，且“样

品”满足一定孔隙率的要求；2) 将两侧的刚性边界
(“墙”)替换为由较小直径的颗粒连接起来的“薄
膜”，如图 2(b)所示；3) 在“薄膜”的颗粒上施加
水平集中力，水平集中力的大小之和与试样高度的

比值恒定且为真实试样测试围压值；4) “样品”首
先进行双轴等向压缩固结，而后采用位移控制加

载，而保持“样品薄膜”外围压 2σ 恒定，至轴向应

变为 10%时停止加载。这种加载方法的可行性能够
通过图 2(b)中的量测圆来验证。PFC所提供的量测
圆手段，给出了所包围颗粒体的平均应力，如下式

定义，来检查“样品”所受到的应力水平。 
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in 方向的接触力。 
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图 2  UBT实验装置与加载机制及其数值模型 

Fig.2  Schematized equipment of UBT, loading scheme & 
Numerical experimental models by PFC2D 

1.2  颗粒力学模型及参数 
砂土的颗粒力学模型可以反映砂土颗粒的几

何形状及接触属性。组成砂土的单个颗粒或多个颗

粒的集合体用一个单位厚度的圆盘或球心在同一

平面的圆球来模拟。圆盘或圆球的直径随机分布，

颗粒间接触模型分为线性接触模型和非线性接触
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(a) 实验装置[5] (b) PFC2D数值模型 
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模型(Hertz-Mindlin 模型)。砂土颗粒力学参数与砂
土表观岩土参数一同列在表 1 中。本文比照 UBT
实验的结果，标定了一组基本颗粒力学参数，通过

大量参数影响分析，研究了砂土表观岩土工程性质

的颗粒力学本质，总结于表 2中。这种从颗粒层次
到宏观的分析过程是颗粒力学中重要而复杂的  
过程。 

表 1  颗粒力学参数与砂土表观岩土参数表 
Table 1  Granular mechanics parameters and apparent 

geotechnical parameters of sands 

砂土的表观岩土参数 砂土颗粒力学参数 

critφ  

µ  
临界状态摩擦角 

tan critµ φ=  
ggφ  

ggµ  
颗粒的摩擦角 
颗粒的摩擦系数 

peakφ  峰值摩擦角 nk  颗粒的法向刚度 

ccsφ  特征应力摩擦角 sk  颗粒的剪切刚度 

maxψ  剪胀角 ggG  颗粒的剪切模量 

G  
1/2峰值强度时的 
割线剪切模量 

ggν  颗粒的泊松比 

pε  峰值应变 ggρ  颗粒密度 

cγ  容重 2Dn  平面孔隙率 

rD  相对密实度 2 ,maxDn  最大平面孔隙率 

n  孔隙率 2 ,minDn  最小平面孔隙率 

50d  平均粒径 R  平均粒径(半径) 

60 10/d d  不均匀系数 max min/r r  最大最小粒径比 

表 2  颗粒力学参数与砂土表观岩土参数相互影响表 
Table 2  Correlations of Granular mechanics parameters and 

apparent geotechnical parameters of sands 

 critφ  peakφ  ccsφ  maxψ  G  pε  rD  n  cγ  50d  60 10/d d  

ggφ  ** ** ** ** - ** - - - - - 

nk  - - ^ ^ ** ** - - - - - 

/n sk k  - - ^ * * ** - - - - - 

ggρ  - - - - - - - - ** - - 

2Dn  - ** ** ** ** ** ** ** ** - - 

2 ,maxDn  - - - - - - ** - - - - 

2 ,minDn  - - - - - - ** - - - - 

R  - * - - * - - - - ** - 

max min/r r  - - - - - - - - - - ** 

注：**表示影响较大，*表示有一定影响，-表示无影响，^表示有
影响但规律不明确。 

从表 2中看出：1) critφ 仅受 ggφ 的影响。 peakφ

和 ccsφ 受 ggφ 、 2Dn 的影响较大， peakφ 、 ccsφ 与“样

品”的围压水平相关。 peakφ 不受 nk 、 sk 取值的影

响。 ccsφ 受 nk 、 sk 的影响，但影响规律不是简单的
正比或反比的 关系；2) “样品”的剪切模量 G受

nk 、 sk 或 ggG 、 ggν 的影响，就目前研究来看，它

们与“样品”相对密实度的关系不是很显著；3) 剪
胀角 maxψ 受 ggφ 、 2Dn 、围压水平影响较大。 nk 、

nk / sk 对其也有一定影响。 

1.3  砂土颗粒力学参数标定 
本文颗粒力学参数的标定，采用一种名为

Karlsruhe细砂的无侧限双轴实验结果[13]。这种细砂

的岩土工程指标如表 3所示。 

表 3  Karlsruhe 细砂的基本参数 

Table 3  Geotechnical parameters of Karlsruhe fine sand 

n d50/mm φcrit ψmax Dr 

0.383 0.20 34° 16.32° 0.712 

该砂土无侧限双轴实验结果的应力-应变关系
采用以下回归公式[21]： 

1 2
sin

2 (2 1)m d d
γ

φ
γ

=
+ +

            (2) 
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6

sin
(1 )m

d dd
d

ψ
γ
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+

             (3) 

其中： mφ 为动摩擦角； mψ 为动膨胀角； γ 为工程
剪应变； 1ε 和 2ε 分别为试样轴向和横向应变；

id ( i = 1―6)为回归参数。 

在参数标定过程中，颗粒为圆盘，采用线性接

触模型。标定过程最大程度地保证了数值计算与实

测结果一致，所得到的初始弹性模量、特征应力强

度与实验测试结果的吻合较好，但在特征应力状态

以后，计算结果与实测结果有明显差别，如图 3所
示。而非线性接触模型的标定结果在特征应力状态

以后的差别较线性模型更明显，且体积-剪应变曲线
与实测结果也差别更大。所以本文选用了线性接触

模型。图 3 中 1σ 为轴向应力， 2σ 为围压。标定的

颗粒力学参数结果见表 4。 
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图 3  Karlsruhe细砂的应力比应变及剪胀曲线 

Fig.3  Stress ratio-shear strain -dilatancy relationship of 

Karlsruhe fine sand 
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表 4  Karlsruhe细砂的颗粒力学参数 
Table 4  Granular mechanics parameters of Karlsruhe fine 

sand 

1.4  相对密实度 rD 的模拟 
砂土相对密实度 rD 在很大程度上影响砂土的

强度和剪胀性。实验中生成均匀的松砂、密砂样品

比较困难，准确测定砂土的相对密实度并非易事[3]。

若已知实际砂土的 rD ，正确地用平面颗粒集合体模
型来模拟“砂土”，其相对密实状态也是一个需要

解决的问题。本文采取如下步骤实现“砂土”相对

密实度的模拟。 
1) 确定“砂土”颗粒集合体的最大平面孔隙率

2 ,maxDn 。首先生成初始孔隙率 2Dn =0.4的“砂土样

品”，在较小的“样品”围压(0.05MPa)和较大颗粒
间的摩擦( ggµ =5.0)的条件下，形成处于平衡状态

“样品”。再将 ggµ 减小至 ggµ = tan critµ φ= ，使“样

品”经过伺服机制达到平衡后，即得到平面最大孔

隙率 2 ,maxDn 。数值试验表明： 2 ,maxDn 主要受到 ggµ

的影响，而 max min/r r 和 R的影响很小，所以拟合得
到 2 ,maxDn 与 µ的关系： 

3 2
2 ,max 0.0468 0.1389 0.1368 0.1784Dn µ µ µ= − + +  

 (4) 
2) 确定最小平面孔隙率 2 ,minDn 。方法与 1)中

类似，只是“样品”的初始孔隙率设为 2Dn =0.1，
最初将 ggµ 调整为零，再将 ggµ 调整至 tan critµ φ= ，

得到平面最小孔隙率 2 ,minDn 。数值试验表明无论如

何变化 ggµ ，“样品”的最小平面孔隙率始终为

2 ,minDn ≈ 0.168。 

图 4示意了上述 1)和 2)的步骤。 

3) 根据砂土相对密实度 rD 的计算公式得到： 

2 2 ,max 2 ,max 2 ,min( )D D r D Dn n D n n= − ⋅ −   (5) 

2  砂土强度和剪胀性的颗粒力学分析 

砂土三种强度指标和剪胀角与颗粒力学参数

相关，下面分析在无侧限双轴平面应变试验中颗粒

力学参数对“砂土”强度和变形的影响。颗粒间接

触为线性模型，试样装置与加载机制如图 2所示，
所使用的基本颗粒力学参数见表 4。 
2.1  峰值强度的尺寸效应 
本文的尺寸效应是指 L/ R变化引起“砂土”峰

值强度的变化。标准化后的“砂土”峰值强度

( /peak ggφ φ )受 L/ R 的影响，如图 5所示。当 L/ R <30

时，L/ R 增加， /peak ggφ φ 增大；当 L/ R ≥30 时，

峰值强度几乎不受 L/ R的影响。“样品”的剪切模
量 G也存在类似的关系。因此，本文以下分析计算
均采用 L/ R ≥30，也即模型中颗粒数不宜太少。 
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图 5  峰值强度与尺寸效应的关系 

Fig.5  Influence of L/ R on the normalized strength of samples 

2.2  三种强度指标与颗粒摩擦系数 ggµ 的关系 

三种强度指标均受颗粒摩擦系数 ggµ 的影响。

如图 6 所示，表观临界状态摩擦角 critφ 仅受颗粒摩

擦系数 ggµ 的影响， ggµ 增大， critφ 也增大，与“样

品”的围压水平和相对密实度无关。如图 7所示，
peakφ 随 ggµ 、“样品”相对密实度增加而增大，随

“样品”的围压增大而减小。如图 8 所示， ccsφ 随

ggµ 、“样品”密实度增加而增大，随围压水平增

大而增加。 
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图 6  表观临界状态摩擦角与颗粒摩擦系数的关系 

Fig.6  Influence of ggµ  on critφ  
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图 4  “砂土样品”最大和最小孔隙率的确定 

Fig.4  Numerical scheme of obtaining n2D,min and n2D,max  
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图 7  表观峰值摩擦角与颗粒摩擦系数的关系 

Fig.7  Influence of ggµ  on peakφ  
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图 8  表观特征摩擦角与颗粒摩擦系数的关系 

Fig.8  Influence of ggµ  on ccsφ  

通过以上分析，可以看出“样品”的表观强度

均随颗粒的摩擦系数 ggµ 增加而增大。表观强度间

大小关系为： peakφ > ccsφ > critφ 。特征应力强度受到

了“样品”的密实度和围压水平的影响，在颗粒摩

擦系数较大的时候与临界状态强度有较大差别(比
较图 6和图 8的结果)。 
根据以往的实验研究工作，表观峰值摩擦角与

表观临界状态摩擦角的关系为[13]： 
5( (10 ln ) 1)peak crit rD pφ φ ′= + − −        (6) 

其中， p′为砂土的平均有效应力。 
从式(6)可以看出 peakφ 不仅与 critφ 有关，还受

rD 、 p′的影响，随砂土的 rD 增加而增大，随 p′增
大而减小。因而， peakφ 是砂土一个典型的状态参数。

本文利用所建立的颗粒力学模型研究了 rD ， p′对

peakφ 的影响，结果如图 9、图 10 所示。图 9 给出

了在 rD =0.7时， peakφ - ggµ 的关系，而图 10则给出

了在围压为 150kPa 时， peakφ - rD 的关系。两图中
一个显著特点是本文模型在 ggµ ≈ 1( critφ =26.4°)时，

“样品”峰值强度出现了转折点。在“样品”的临

界状态强度 ggµ <1时，与实验值比较，本文模型所

给出的 peakφ 过低估计了峰值强度，而当 ggµ >1时，

则过高估计了峰值强度。然而，在 critφ 一定的条件

下(也即 ggµ 一定)，本文模型计算表明随“样品”

的围压水平增加或平均有效应力增大， peakφ 减小；

“样品”的峰值强度随砂土的相对密实度 rD 增大而
增大。这些与式(6)给出的规律是相同的。 
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图 9  表观峰值摩擦角与平均有效应力的关系( rD =0.7) 

Fig.9  Influence of p′  on peakφ  
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图 10  表观峰值摩擦角与相对密实度的关系(围压 150 kPa) 
Fig.10  Influence of rD  on peakφ  

2.3  “砂土样品”剪切模量与颗粒刚度性质的关系 
如图 11 所示，“砂土样品”的剪切模量 G 与

颗粒的法向刚度 nk 成正比，相同 nk 下， nk / sk 增大，
剪切模量 G变小。从该图注意到“砂土样品”剪切
模量受其相对密实度影响很小，其原因可能是在围

压 300kPa 下，剪切之前的均匀压缩过程，使原本
相差较大的初始孔隙率变得相差无几的缘故。 
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图 11  剪切模量与颗粒法向刚度的关系(围压 300 kPa) 
Fig.11  Influence of normal stiffness of particles on shear 
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针对“砂土样品”剪切模量的颗粒力学分析，

本文除用线性模型，还用非线性模型进行了研究。

仍选用 Karlsruhe 细砂实验进行参数标定，这些颗
粒力学参数见表 5。 

表 5  Karlsruhe 细砂的非线性颗粒力学参数 
Table 5  Granular mechanics parameters of Karlsruhe fine 

sand (nonlinear contact model) 

分析结果如图 12所示。图 12表明“砂土样品”
的剪切刚度G与颗粒的剪切刚度 ggG 、 ggν 成正比。 
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图 12  剪切模量与颗粒剪切模量的关系(非线性接触模型) 

Fig.12  Influence of normal stiffness of Ggg on G 

综合线性和非线性模型分析结果，“砂土样品”

的剪切刚度 G 主要受颗粒的刚度 nk (线性模型)或

ggG 和 ggν (非线性模型)的影响；同时也会受到

nk / sk 及 rD 的影响。 

2.4  砂土剪胀角与颗粒力学参数的关系 
本文定义砂土剪胀角 maxψ 为体积-轴向应变曲

线对应其峰值强度处切线与水平轴的夹角。根据本

文模型计算结果，剪胀角与颗粒的摩擦系数、围压

和相对密实度 rD 显著关联，如图 13所示。从图 13
中可见 maxψ 随 ggµ ， rD 增大而增大，随围压增大

而减小。 
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图 13  剪胀角与颗粒摩擦系数的关系 
Fig.13  Influence of ggµ  on maxψ  

ggµ 增大会导致 maxψ 增大，这一点与土力学文

献中著名的剪胀角经验公式[13]不同，该经验公式中

并未包含 ggµ 或 critφ 的影响。该经验公式如下： 

maxtan 0.3( (10 ln ) 1)rD pψ ′= − −     (7) 
进一步分析表明：如果给定一个 critφ 或 ggµ ，

对于 rD =0.7条件下， p′增加， maxψ 减小；对于围

压 150kPa 情况下， rD 增加， maxψ 增大，如图 13

所示。这与经验公式给出的影响规律相一致。 
关于 ggµ 引起 maxψ 的显著影响本文进行了详

细讨论。模型计算结果表明：当其它参数不变， ggµ

增大会引起一个颗粒力学参数，即平均颗粒转角的

显著变化。这个颗粒力学参数定义为所有颗粒在一

次剪切试验中转角的平均值δ ，其计算公式如下： 

1

N

i
i

N

δ
δ ==

∑
                (8) 

其中： N 为“样品”的颗粒数量； iδ 为每个颗粒

累计转角。 
ggµ 显著影响δ 和 maxψ ， ggµ 增大，δ 也增加，

而 maxψ 也增大。 maxψ -δ 的关系如图 14所示。这一

有趣的观察与以往对砂土剪胀性的微观解释不一

致，值得以后进一步研究。 
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图 14  剪胀角与平均颗粒转角δ 的关系 

Fig.14  Influence of δ  on maxψ  

“砂土样品”的剪胀角还或多或少受到颗粒刚

度性质 nk 的影响，如图 15 所示。但影响规律不确

定，这说明颗粒与颗粒接触的变形也会影响“砂土

样品”的 maxψ 。 
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图 15  剪胀角与颗粒刚度的关系 
Fig.15  Influence of nk  on maxψ  
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3  地基极限承载力颗粒力学计算 
砂土在无侧限双轴试验中强度和变形的上述

研究表明：颗粒力学方法可以用于砂土的单元试验

研究中，但需要注意的是，标定时数值结果与实验

结果无法完全一致，尤其是特征应力状态后计算结

果与实测结果有明显差别。为了进一步检查颗粒力

学方法能否对实际岩土工程方面的使用，本文用第

1节标定的线性模型，对土力学中著名的普朗德尔-
瑞斯纳(Prandtl-Reissner)地基承载力问题进行了计
算。这主要是考虑到，用于无重地基承载力计算的

砂土临界状态强度仅与 ggφ 有关，选取普朗德尔-瑞

斯纳问题会使问题简单一些。 
普朗德尔-瑞斯纳地基承载力问题的基本假定

是[22]：地基土为无重介质；基底完全光滑；对于埋

置深度 D小于基础宽度 B的基础，可以把基底当作
地基表面，滑裂面只延伸到这一假定的地基表面。

两侧土体自重以荷载方式作用于基础两侧；滑移体

过渡区滑裂线为对数螺旋线。在此基本假定下，极

限平衡方法(Coloumb wedge method)得到的无粘性
土的地基极限承载力为： 

πtan2tan (45 / 2)e crit
u q critp qN q φφ°= = ⋅ +   (9) 

其中，q为地面超载。 
为模拟无重地基，将 PFC模型中重力加速度取

为 0。基础两侧均布荷载 q=60kPa，基础宽度为 14m，
模型的高和宽分别为 65 m和 120 m，颗粒的平均粒
径为 0.3 m，颗粒数为 25101 个，其颗粒力学参数
取表 4中数据，此为计算模型 1。 
如果按图 16(a)的方法确定地基极限承载力，计

算模型 1给出的地基极限承载力为 181kPa，而式(9)
在 critφ =29°时，给出 up =986.5kPa，两者相距甚远。

计算模型 1 在地基发生较大变形时，与普朗德尔-
瑞斯纳解假定的滑移面不同，其地基变形破坏模式

是冲剪破坏，如图 16(b)所示。 

在计算模型 1基础上，调整颗粒力学参数 rD 和

ggµ 来研究本文模型在何种情况下与普朗德尔-瑞

斯纳解基本一致。结果表明当地基土的相对密实度

由 rD =0.7 增大至 rD ≈ 1，颗粒摩擦系数由 ggµ =3

减小至 ggµ =0.04( critφ =11°)时(计算模型 2)，计算所

得的地基极限承载力与普朗德尔解-瑞斯纳解相近，
分别为 161.7kPa和 162.6kPa。破坏时位移场如图 17
所示，出现了明显的滑移面。 

 
图 17  无重地基破坏形式( rD =1, ggµ =0.04，) 

Fig.17  Failure model 2 of weightless sand foundation 
( rD =1, ggµ =0.04，) 

在计算模型 2的基础上，又增大 q=100kPa，普
朗德尔-瑞斯纳解为 271kPa，本文模型计算出的结
果为 220kPa，数值解小于极限平衡解，两者相差
18%。 
分析上述情况，本文有如下结论： 
1) 普朗德尔解为极限平衡解，并非实际问题的

真实解，更接近于极限分析的上限解。从计算结果

看普朗德尔-瑞斯纳解在上述 3种情况下，均比颗粒
力学解大，符合其上限解特点。 

2) 本文模型采用的颗粒力学参数由 Karlsruhe
细砂的 UBT 标定得到。标定时数值结果与实验结
果无法完全一致，尤其是接近破坏的应力和剪胀

性。另外考虑应力路径不同， critφ 的取值也不相同。

本文进行了简单剪切试验的数值模拟，并与无侧限

双轴试验进行对比，如图 18 所示。可以看出，简 
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图 18  简单剪切试验与无侧限双轴试验数值模拟结果对比 
Fig.18  Comparisons of the results obtained in simple shear 

and unconfined biaxial tests 
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图 16  无重地基破坏形式( rD =0.7, ggµ =3) 

Fig.16  Failure model 1 of weightless sand foundation 
( rD =0.7, ggµ =3) 
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单剪切试验与无侧限双轴试验得到的 critφ 并不相

同。这可以用来解释颗粒力学解与极限平衡解之间

的差异。 

4  结论 

基于砂土的颗粒性和散碎性，本文针对一组细

砂的平面应变无侧限双轴实验，建立了一个“砂土

样品”的颗粒力学模型，并进行了参数标定。在此

基础上，通过参数分析，研究了“砂土样品”的 3
种表观强度指标和剪胀性的颗粒力学影响因素。就

本文建立和标定的计算模型而言，主要结论如下： 
(1) 根据选定的一种细砂无侧限双轴实验的结

果，颗粒力学模型的标定过程虽最大程度地保证了

数值计算与实测结果一致，即所得到的初始弹性模

量、特征应力强度与实验测试结果的吻合较好，但

在特征应力状态以后，计算结果与实测结果有明显

差别。颗粒力学模型的选择与参数标定，仍是一个

值得研究的问题。 
(2) 砂土临界状态强度仅受砂土颗粒摩擦系数

影响，是一个材料参数；峰值强度和特征应力强度

与砂土颗粒摩擦系数、围压水平和相对密实度均相

关，峰值强度不受砂土颗粒自身刚度性质的影响，

特征应力强度与颗粒自身刚度性质相关，并与临界

应力强度不相吻合。 
(3) 砂土剪胀性与很多颗粒力学参数均相关。

剪胀性受砂土颗粒摩擦系数、相对密实度和围压水

平影响较大。砂土颗粒的泊松比对剪胀性也有一定

影响。砂土的剪胀性也受砂土颗粒刚度性质影响，

但影响规律不是简单的正比或反比关系。因此，剪

胀性的颗粒力学本质仍需进一步研究。 
(4) 峰值强度与颗粒的粗糙程度( ggµ )密切相

关，本文模型能基本反映砂土峰值强度经验公式的

趋势。在 critφ <26.4°时，本文模型低估了峰值强度；
在 critφ >26.4°时，则高估了峰值强度。 

(5) 本文模型与砂土剪胀性的经验公式有一定
差距。 ggφ 影响出现在本文模型中，而经验公式并

没有涉及该因素。本文尝试分析了剪胀角与一个颗

粒力学参数即平均颗粒转角关系，但该方面需要深

入研究。 
(6) 对比了无重地基极限承载力普朗德尔-瑞

斯纳解与颗粒力学数值解。有一定理论价值，对于

在工程尺度上应用和检验颗粒力学方法提供了  
参考。 
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